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Дан теоретический вьтод формулы, описывающей N -электронную ионизацию ато­
мов ПОСТОЯННIi>IМ полем и лазерным излучением в туннельном режиме. Приведены чис­

ленные примеры для атомов благородных газов. 

PACS: 32.80.РЬ, 87.64.Lg 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1999 

Многоэлектронная ионизация атомов лазерным излучением впервые наблюдалась 

Сураном и 3апесочным [1] в щелочноземельных атомах (обзор этой и других ранних 
работ см. в [2]). В настоящее время подобные исследования стали одним из главных 
направлений физики взаимО'Действия атомов с мощным лазерным излучением [3]. 

для интерпретации накопленных экспериментальных данных предложен ряд тео­

ретических моделей, связанных как с непосредственным воздействием лазерного излу­

чения на атомные электроны [4-8], так и с образованием мноroзарядного иона в ре­
зультате неупругих столкновений ранее возникших электронов с родительским ионом 

[9-11]. Данные модели позволяют объяснить многие наблюдаемьiе особенности явления 
[12-16]. Тем не менее сложности теоретического описания образования кратных ионов 
в лазерном поле, не связанного с неупругими столкновениями [4-8], не позволяют при­
влечь эти механизмы в должной степени для объяснения данных эксперимента. 

В то же время известно, что образование однократных ионов в лазерном поле в 

туннельном режиме. хорошо описывается относительно простыми формулами [17-19]. 
В работе [20] предложено эмпирическое обобщение этих формул для описания обра­
зования многозарядfIых ионов. Поэтому вполне естественно развитие существующей 

теории туннельного эффекта в атомах на случай отрыва от атома нескольких электронов 

одновременно. Решение этой проблемы и является целью данной работы. 

Очевидным аналогом рассматриваемого явления в физике твердого тела является 

эффект Джозефсона. В работе [21] приводится ряд соображений, касающихся разли­
чия одночастичноro и многочастичного туннельного эффекта. Сравнение этих выводов 

с результатами данной работы показывает, что для туннельного эффекта' в атомах ука­

занное различие является не столь тривиальным, как описано в [21]. 
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2. АСИМПТОТИКА МНОГОЭЛЕКТРОННОЙ ВОЛНОВОЙ ФУНКЦИИ 

Напомним вначале некоторые факты, упрощающие ПОНИl1ание основной идеи 

предлагаемой модели. Как известно, для описания оптических переходов в сложных 

атомах'Бейтс и Дамгаард [22] развили метод Слейтера [23], сохранив в основном безуз­
ловой характер слейтеровских орбиталей. для внешних атомных электронов эффектив­

ный заряд ядра перестаетбыть подгоночным параметром, в отличие от метода Слейтера, 
поскольку он совпадает с зарядом остаточного иона. Эффективное же главное кван­

товое число однозначно определяется энергией связи электрона. С этой целью рас­

сматривается асимптотическая область движения электрона, где атомный потенциал 

становится кулоновским. Высокая точность метода Бейтса-ДамгаарД' в расчетах сил 

осцилляторов [24] вместе с ясным физическим обоснованием ~TOГO метода позволяют 
применять .его и для расчета других атомных характеристик, определяемых большими 

расстояниями от атомного ядра. 

Вероятность туннельного эффекта также определяется далекими от ядра расстоя­

ниями, где энергия взаимодействия электрона с внешним полем становится сравнимой 

- с энергией притяжения электрона к остаточному иону. Поэтому для описания туннель­

ного эффекта можно использовать метод БеЙтса-Дамгаард. Подобная процедура бьmа 

развита в недавней работе [25] для расчета туннельного эффекта в ридберговских мо­
лекулах, где приведены оценки условий применимости метода. 

Пусть в процессе туннельного эффекта от атома отрывается N электронов, при­
чем все эти электроны эквивалентны, т. е. принадлежат одной и той же атомной обо­

лочке. Тогда асимптотическое поведение радиальной части N -электронной волновой 
функции в приближении Бейтса-Дамгаард определяется произведением асимптотик 

надлежащим образом симметризованных одноэлектронных функций: 

. -3/2 (T)V-l .. (Т) (Г) 'Ф,,!m(Г) '" С,,!Ь Ь ехр -ь 11т -:;. , (1) 

(2)" (l_е)(!+1/2)/2 
С,,! = (21Гv)-1/2 -;; L(e), L(e) = 1 + е (1 - е2 )-"/2. 

Здесь Z - заряд остаточного иона, а = п2 / /1е2 - боровский радиус, /1, е - масса и 
абсолютное значение заряда электрона, Ь = av/Z, е = (1 + 1/2)/v. Постоянная С,,! 
в формуле (1) определяется в квазиклассическом приближении без предположения о 
выполнении условия 1 «:v, которое было принято в работе [19]. Вследствие этого 

возникает функция L(e), причемL(е) - 1 при е-О. При этом предельном переходе 
выражение (1) для постоянной Cv / переходит в формулу (11) из [19], если в этой формуле 
исправить неточность: опустить число е = 2.718 .... 

Выражение (1) для C"l получено при условии е < 1. для е > 1 квазиклассическое 
приближение оказывается непри~енй:мым, и для нахождения постоянной Cv ! требуется 

применять численные методы (см., например, [26]). 
Главное квантовое число v определяется энергией связи электрона. Если Е1 /е, 

Е2/ е, ... - первый, второй и т. д. потенциал ионизации атома, то при каскадной ио­
низации главное квантовое число j-ro электрона, оторванного от атома, есть 

411 



Б. А. Зон ЖЭТФ, 1999, 116, выn. 2(8) 

Если же электроны эквивалентны и отрываются от атома одновременно, то для всех 
электронов 

v= (2) 

где 

- энергия связи N электронов. Подчеркнем, что в рамках рассматриваемой модели 
асимптотическое поведение электронной ВОЛf!:ОВОЙ функции связанного сост~яния (1) 
зависит от того, сколько электронов отрывается от атома. Тем самым частично учи­

тываются многоэлектронные эффекты в начальном состоянии атома. Формула экви­

валентная (2) была' получена в работе [20] эмпирически. 
Будем теперь рассматривать N -электронную ионизацию как отрыв от атома N­

электронного «сгустка,) - своеобразной квазичастицы, обладающей массой N J1 и за­
рядом - N е. При этом в области, определяющей процесс ионизации, расстояние между 
электронами в сгустке будем считать много меньшим расстояния от атомного остатка 

до центра масс сгустка. Обозначив расстояние меЖдУ i-M и j-M электронами через Xij, 

а координату центра масс - через R, запишем соответствующее неравенство: 

Xij «R. (3) 

Поскольку взаимодействие атома с лазерным излучением рассматривается в ДИПОЛ,ьном 

приближении, действие поля на N отдельных электронов полностью эквивалентно дей­
ствию поля на квазичастицу с зарядом N е, помещенную в точку R. Что же касается 
взаимодействия этой квазичастицы с кулоновским полем атомного остова, то здесь по­

грешность имеет величину", (Xij / R)2, которая мала в силу принятого неравенства (3). 
Проблема, которую необходимо решить для математического описания рассматри­

ваемой модели, ан~огична той, которая возникает, например, в теории а-распада ядер. 

Именно, требуется' из одночастичных волновых функций системы в начальном состоя­

нии сформировать волновую функцию квазичастицы Ч'~~lm} (R, {Xi}) на больших рас­
стояниях от систе~ы-остатка (символы в фигурных скобках означают наборы кванто­

вых чисел или коо.,динат отдельных частиц). для решения этой проблемы рассмотрим 

асимптотику функции Ч'~~lm} при R -+ 00, являющейся произведением асимптотик 
одноэлектронных функций (1). Нетрудно видеть, что радиальные зависимости функ­
ций (1) вноС?ят В асимптотику Ч'~lm} множитель 

( NR) (R)N(V-l) 
ехр --- -

ь ь 

для получения yrловой зависимости конкретизируем схему введения переменных 

R, {Xi}. Поскольку в линейно поляризованном поле задача является осесимметричной, 
у невзаимодействУющих электронов сохраняются проекции орбитальных моментов на 

направление поляризации. Поэтому азимутальные углы 'Pi удобно оставить такими же, 
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как в исходной сферической системе координат с центром в ядре атома. Замена пе­

ременных будет касаться только модулей {ri} и полярных углов {Oi}, Поведение по­
линомов Лежан,дРа, входящих в сферические функции (1), при О -+ О определяется 

формулой 

~lml(cosO.) '" (_1)lml (l + Iml!) sin1mlOi = (_ п1ml (l + Iml!) (Т;- rfz)lml/2 

1 '. (l-Iml)! 2Imllml!" (l-Iml)! 2Imllml!r~ml . 

Делая здесь замену Т; -+ R, riz -+ Rz и вводя параболические координаты центра масс 
сгустка ~ = R+ R z , Т/ = R-Rz , можно записать асимптотику N-электронной функции 

при ~»Т/: 

r 

(4) 

[ N(~ + Т/)] (" ~ ) N(v-1) (Т/) М/2 
ф(~, Т/) '" ехр - 2Ь 2Ь Z' 

N 

M=L:lmjl. 
j=1 

Здесь Х - волновая функция внутреннего движения электронов в сгустке, нормирован­

ная на единицу, причем среди 2Nпеременных {ri,Oi} независимых тольк02(N - 1). 
Функция ф(~, Т/) описывает движение центра масс сгустка. 

З. ВЕРОЯТНОСГЬ ТУнНЕЛЬНОГО ЭФФЕКТА 

Дальнейшее вычисление вероятности туннельного эффекта проводится по обыч­

ной схеме [17, 27] с учетом того, что масса электронного сгустка равна N J-L, а его заряд 
-Ne. Подставляя функцию Ф(~,Т/) в уравнение Шредингера, описывающее движение 
по параболической координате ~ при ~ "-+ 00, 

найдем постоянную разделения переменных: 

N [ . м -1] f3 = ь N(v - 1) - -2 - ". (5) 

При этом центробежным потенцИaJIОМ пренебреraем, поскольку он быстро затухает при 
~ -+ 00. 

Считая теперь внешнее поле F(t) медленно меняющимся, примем квазикласси­
ческое приближение для волновой функции Ф F (~, Т/), описывающей движение центра 
масс электронного сгустка в поле. В подбарьерной области 
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(6) 

(7) 

где 6 - больший корень уравнения р(о = О. Сравнивая выражение (6) с функцией 
ф(~, 'ГJ) из (4) в точке ~o, лежащей в Йнтервале 

2п,2{3 2EN eZ 
ENNJ-t·~ Ь ~ ~o ~ NeF = Ь1/Р' (8) 

найдем величину к,: 

(9) 

Условие существования интервала (8) приводит к ограничению на внешнее поле 

eZ е (Z)3 
F ~ Ра :::: Ь2 1/ = а2 --;; , (10) 

которое отличается от условия, возникающего при описании одноэлектронного тун­

нельного эффекта, лишь определением величины 1/. Следует отметить, что если число 
1/ существенно превышает единицу, что имеет место, в частности, для ридберговских 

состояний, то неравенство (10) заменяется на более сильное, 

Z3e 
F < 161/4а2 ' 

следующее из условия существования потенциального барьера [28]. 

(11) 

Формулы (6) и (9) определяют функцию ФF(~, 'ГJ) за барьером, для квадрата модуля 
которой, учитывая »еравенства (8), имеем [27] 

Используя соотношения (2) и (5), нетрудно убедиться, что зависимость от произволь­
ного параметра ~o в формуле (12) фактически исчезает: 

- 2 _ 1iN('ГJ/b)M ( 2Fa)2N(II-l>-М+l (N'ГJ. 2NFa) 
IФF(~,'ГJ)I - 2М~рЮ F ехр -т - --:SJГ . (13) 

Вероятность ионизации определяется потоком плотности вероятности (13) через плос­
кость, перпендикуЩlРНУЮ оси z [27]: 
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00 

W~f)(F) f'V 21!' J vzIФF(~,1})12рdр, 
о 

Vz = 2~~), p=~, dp~ ~d1}, 

Подставляя сюда формулы (4) и (13), получим 

( ' j2)NC2N ( )ЗN-1 N 1 . 1 W(N)(F) = 1!'n М! l + 1 vl ~ П (l + mj )! х 
vl а2м 2M - 2NM+1 v ,(1т '1!)2(l-lm ·I)! 

, з=1 J J 

( 2Fa)2N(V-l)-М+1 (2NF.,a) 
х F ех!? -3jГ . (14) 

Эта формула определяет вероятность N -электронного ТУf!нельного эффекта в постоян­
ном поле с точностью до фактора перекрытия волновых функций оставшихся в атоме 

электронов с волновыми функциями этих же электронов в начальном состоянии. Оче­

видно, что этот фактор не может превышать единицу, более точная его оценка може~ 

быть проведена лишь численно. Заметим, что множитель N в показателе экспонен­
ты в (14) отнюдь не исчерпывает зависимость этого показателя от N, как 'считается 
в [21]. В силу формул (2), (10) зависимость от N является значительно более сложной, 
она определяется спектром конкретного атома. Ниже (рисунок) приводится численный 

пример, ИЛЛЮСтРирующий это положение. 

Будем теперь считать, что 

F(t) = РО cos("",t), (15) 

где "'" - частота лазерного поля. Как известно, туннельный эффект в лазерном поле 

возможен при малости параметра Келдыша [29] 

- .j'I/iEj 
'У--;р""" 

где Е1 - энергия связи одного электрона. Повторяя все выкладки работы [29] для «час­
тицы» С массой NJL и зарядом -Ne, легко увидеть, что N-электронный туннельный 
эффект возможен при малости параметра 

W(l;2)/W(2;1) 

4 

12.5 13.0 13.5 14.0 14.5 15.0 

19/, BT/CJ· 
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Поскольку энергия Фтрыва от атома каждого последующего электрона возрастает, для 

реализации N -электронного туннельного эффекта требуются меньшие поля, чем ДЛЯ. 
N -электронного тун»ельного каскада. 

Подставляя (15) в (14), усредним получаемое выражение по времени в интервале 
t Е [-1Г j2w, 1г jш] [18]1). Вследствце неравенства (10) возникающий интеграл можно 
вычислить методом щ:еревала. При выполнении условия (11) перевальной точкой явля­
ется значение t = О,и в результате получаем окончательную формулу: 

(N) _ .;з:;r/i M!(l + lj2)Nc~f (Z)3N-1 N(l + Imjl)! 
W"j (Fo) - а2р, 2M-:3/2NM+3/2 -;; П (1т '1!)2(l-lm .I)! х 

. з=1 J J 

(. 
2Fa)2N(,,-I)-М+l/2 (2NFa ) 

х -- ехр --- . 
Fo . 3Fo 

(17) 

Повторим, что зависимость показателя экспоненты от N в (17) не сводится к множи­
телю N, выписанноМУ явно. 

4. ЧИСЛЕННЫЕ ПРИМЕРЫ 

к сожалению, полученные формулы не могут быть непосредственно связаны с экс­

периментом, поскольку наряду с вероятностью прямого образования N -зарядных ио­
нов существует много каскадных каналов, а также механизмы ионизации, обусловлен­

ные неynругими стоАкновениями электронов и ионов [9-11]. для сопоставления теории 
с экспериментом нербходимо решение соответствующих кинетических уравнений, что 

ДОЛЖI'Iобыть предметом отдельной работы. Поэтому в данном разделе рассматриваются 

лишь несколько иллюстративных примеров. 

На рисунке представлено отношение вероятностей образования трехзарядных ио­

нов атомов благородных газов в результате двух двухкаскадных процессов: А -+ А + -+ 

-+ А3+ И А -+ А2+ --* АЗ+. Эти вероятности обозначены через W(1; 2) и W(2; 1) соот­
ветственно. Они одинаково зависят от длительности лазерного импульса. Как видно, 
отношение W(1; 2)jW(2; 1) не равно единице, как следует из результатов работы [21]. 

Любопытным представляется также следующий результат: вероятности двухэлект­

ронного туннельного эффекта для нейтральных атомов могут быть большими вероятно­
стей одноэлектроннЬго туннельного эффекта в соответствующих однозарядных ионах. 

Так, для атома Ar вероятность двухэлектронного npоцесса превышает вероятность од­
ноэлектронного процесса для иона Лr+ начиная с интенсивностей 1 > 1014.88 BTjCM2, 

для кr - при 1 > 1ю14 . 76 BTjCM2, для Хе - при 1 > 1014.34 BTjCM2. В то же время для 

легких атомов благdpОДНblХ газов Не и Ne вероятности одноэлектронного туннельного 
эффекта в соответс'I$УЮЩИХ однозарядных ионах примерно на два порядка больше ве­

роятностей двухэлектронного процесса в нейтралах в поле 1 ~ 1015 BTjCM2. Эти факты 
свидетельствуют о богатстве возможных экспериментальных ситуаций, возникающих 

при многофотонноМ: туннельном эффекте. 

1) Значения t.E [lГ/ДЧ, 311' /ш] приводят к F(t) < О, и туннелирование происходит в направлении 
отрицательной полуос){ z. 
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Данная работа бьmа стимулирована докладом [20]. Автор благодарен проф. 

W. Sandner за прояменный интерес к работе, а WE-Heraeus-Stiftung - за предостав­

ценную возможность участвовать в работе семинара. Выражаю также глубокую благо­

дарность Н. Б. Делоне и участникам руководимого им семинара в ИОФ РАН за по­
лезное обсуждение. Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда 

фундаментальных исследований (грант 97-02-180зsj. 
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