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Найдено точно критическое поведение поперечной полю компоненты намагничен­

ности ВЫРОJЮ1енных классических магнетиков с взаимодействием только ближайших со­

седей в одноосном случайном магнитном поле при нулевой температуре. При гауссо­

вом распределении случайного поля асимптотика поперечной намагниченности в силь­
ных полях не зависит от пространственной размерности и имеет вид ml. сх lnho/h~, где 
ho - ширина распределения. При бимодальном распределении, когда случайно только 

направление поля, а амплитуда фиксирована, поперечная намагниченность ведет себя как 

ml. сх eXP(-СОПЯ/(Не - H)D/2), где Н -амплитуда случайного поля, D - простран­
ственная размерность, Не - критическое поле .. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Интерес к фазовым переходам в системах с беспорядком типа случайное магнитное 

поле [1-3] продолжается уже больше 20 лет. В конце семидесятых годов модель Изинга 
в случайном поле была предложена для описания допированных антиферромагнетиков, 

помещенных в однородное внешнее поле [4-6]. Позже бьm обнаружен ряд других систем 
с беспорядком типа случайное поле. Сюда относятся различные структурно неупоря­

доченные вещества [7-9], классические [10] и квантовые [11-13] жидкости и/Жидкие 
кристаллы [14,15] в пористых матрицах, а также вихревые фазы грязных сверхпровод­
ников [16,17]. 

Теоретическое исследование этих систем столкнулось С серьезными трудностями. 

Первые работы [18-20], посвященные изинговскому магнетику в случайном поле, при­
вели к красивому результату, известному как редукция Паризи-Сурласа: критические 

индексы грязной системы в пространстве размерности D такие же, как в чистом (D - 2)­
мерном магнетике. Этот результат подразумевает, что в трехмерном ферромагнетике в 

случайном поле дальний порядок отсутствует. Однако эксперименты с допированны­

ми антиферромагнетиками в однородном внешнем поле не подтвердили это предска­

зание теории [5]. Через несколько лет наличие дальнего порядка в трехмерной модели 
Изинга в случайном поле было доказано строго [21-23]. Последующие эксперимен­

ты [1] и численные симуляции [24] показали, что и значения критических индексов 
во всех размерностях предсказаны неверно. Причина провала теории, видимо, связа­

на со сложной структурой энергетического рельефа неупорядоченной системы [25,26]. 
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в результате отказывается служить теория возмущений, использованная в ранних ра­

ботах. Поскольку сложный энергетический рельеф характерен для среднеполевых си­

стем, в которых присут.ствует нарушение репличной симметрии [27-30], соблазнительно 
использовать концепцию нарушения репличной симметрии и в неупорядоченных си­

стемах с конечным радиусом взаимодействий. В последнее время на этом пути бьmи 

достигнуты успехи [31-35], благодаря использованию вариационного метода, учитыва­
ющего возможность нарушения репличной симметрии. Однако для решения задачи о 

фазовом переходе приближенный вариационный подход недостаточен. 

В отсутствие надежного систематического метода важными становятся точные ре­

зультаты, которые удается получить для конкретных моделей. В системах со случайны­

ми полями и конечным радиусом взаимодействия точные решения удается получить в 

двух случаях: в одномерных моделях [36] и в сферическом приближении [37-40]. По­
скольку в одномерном случае фазовый переход отсутствует, точные результаты о кри­

тическом поведении имеются только для сферической модели, когда число компонент 

параметра порядка бесконечно. 

В настоящей работе изучено критическое поведение вырожденных классических 

магнетиков с конечным числом компонент (ХУ - и 'гейзенберговского магнетиков) и 

конечным радиусом взаимодействия в одноосном случайном магнитном поле при ну­

левой температуре. Рассмотрено критическое поведение поперечной полю компоненты 

намагниченности вблизи значения средней амплитуды случайного поля, при котором 

намагниченность обращается в нуль. Эта задача интересна тем, что она поддается 'точ­
ному и при этом математически строгому решению в любой размерности пространства. 

Краткое сообщение на эту тему было опубликовано в заметке [41]. В настоящей работе 
содержится подробное изложение представленных в [41] результатов. Метод основан 
на доказательстве строгих верхней и нижней оценок для намагниченности. эти оцен­

ки удается подобрать достаточно близкими, для того чтобы из них можно бьmо извлечь 

асимптотическое поведение намагниченности около точки фазового перехода. 

В работе изучены два вида распределения случайного поля: гауссов закон и бимо­
дальное распределение, при коТором случайно только направление поля, а его абсолют­

ная величина фиксирована. При бимодальном распределении случайного поля модель 
применима к описанию грязных антиферромагнетиков в однородном магнитном поле. 

Квантовые флуктуации ниже не учитываются, т. е. спины считаются большими. 

Критическое поведение рассматриваемой модели при ненулевой температуре изу­

чалось с помощью метода ренормгруппы в работах [42-44]. При нулевой температуре 
критическое поведение намагниченности оказывается существенно другим, чем степен­

ной закон, который предсказывают ренормгрупповые вычисления для конечной темпе­

ратуры, причем между гауссовым и бимодальным случаями имеется большое различие. 

Модель описывается следующим гамильтонианом: 

н = -J"LSiSj - "LHiS:, 
(iЛ 

(1) 

где Si - спиновые векторы единичной длины, H i - случайные поля, L: обознача-
(ij) 

ет суммирование по парам соседних узлов D-мерной кубической решетки. Расстояние 

между соседними спинами принято ниже за единицу. Рассматриваются два вида функ­

ции распределения случайного поля: 

1) гауссово распределение шириной ho: 
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1 (Н2 ) P(Hi ) = ..J2;ho ехр - 2h~ ; (2) 

2) бимодальное распределение 

P(Hi ) = сб(Нi + Н) + (1 ~ с)б(Нi - Н), (3) 

где с и 1 - с - вероятности двух противоположных направлеflИЙ случайного поля ±Н. 

для бимодального распределения случайного поля гамильтониан (1) можно полу­
чить с помощью калибровочного преобразования гамильтониана маттисовского спино­

вого стекла [45, 46] в однородном магнитном поле Н. Можно проверить, что результаты, 
найденные в бимодальном случае, относятся также к ан~иферромагнетикам с беспоряд­

ком типа случайная связь в однородном внещнем поле. 

Поперечная полю компонента flамагниченности, которая интересует нас ниже, воз­

никает по тому же механизму, что и поперечная однородному внешнему полю ком­

понента параметра порядка в антиферромагнетиках [47]. для гауссова распределения 
случайного поля поперечная намагниченность тJ. отлична от нуля при любой ширине 

распределения ho < 00. Ниже будет строго доказано, что для больших ho поперечная 
намагниченность подчиняется закону 

lnho 
т J. ()( const7 

о 

(4) 

при любой размерности пространства D. Точная формулировка результата состоит в 
неравенствах (16) для среднего по беспорядку и по объему значения намагниченности 
в термодинамическом пределе. для бимодального распределения СЛуЧайного поля по­

перечная намагниченность обращается в нуль в сильных полях, Н > Не = 4DJ. Как 
будет показано ниже, при амплитуде случайного поля Н, близкой к критическому полю 

Не, поперечная намагниченность подчиняется уравнению 

тJ. ()( ехр ( - (Не с::.п;;)D/2 ) . (5) 

Строгий результат состоит в оценках (33). 
Статья построена следующим образом. Во втором разделе критическое поведение 

поперечной намагниченности (4), (5) поясняется на основе качественных соображений. 
В третьем разделе приведен строгий вывод верхней и нижней оценок для намагничен­

ности при гауссовом распределении случайного поля. В четвертом разделе разбирается 

бимодальный случай. Две леммы, которые при этом используются, вынесены в При­

ложения. В пятом разделе содержится обсуждение результатов. 

Ниже сформулированы вспомогательные предложения, которые потребуются в 
дальнейшем. 

Во-первых,заметим, что в основном состоянии поперечные полю компоненты на­

магниченности всех спинов направлены в одну и ту же сторону. В самом деле, энер­

гия взаимодействия со случайным полем от направления поперечных компонент не 

зависит. Обменная же энергия минимальна при их одинаковой ориентации. Отсюда 

следует, что если у всех спинов поперечные компоненты отличны от нуля, то они на­

правлены одинаково. В отдельном рассмотрении нуждается случай, когда некоторые 

спины в основном состоянии направлены параллельно случайному полю. В этом слу­

чае система могла бы разбиться на кластеры, в которых поперечная намагниченность 
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направлена по-разному. Легко, однако, видеть, что в основном состоянии поперечная 

компонента намагниченности может обращаться в нуль лишь у всех спинов одновре­

менно. Чтобы убедиться в этом, повернем поперечные компоненты всех спинов так, 

чтобы они смотрели в одну и ту же сторону. Энергия системы вследствие этого не будет 

повышена. Возьмем теперь такой параллельный полю спин В, у Koтoporo есть сосед с 

ненулевой поперечной компонентой. На спин S действует эффективное поле, включа­
ющее случайное поле и поле Вейсса, возникающее благодаря обменному взаимодей­

ствию с соседними спинами. Это эффективное поле имеет поперечную случайному , 
полю компоненту. Энергия системы понизится, если не меняя направления осталь­

HbIX спинов, повернуть спин S так, чтобы он бьm направлен по эффективному полю. 
Orсюда вытекает требуемое угверждение. 

Мы пришли к выводу, что все спины в основном состоянии лежат в одной плос­

кости. Этим объясняется тот факт, что критическое поведение (4), (5) одно и то же при 
любом числе компонент спина. Поэтому ниже мы вправе предполагать, что спины Si 
двухкомпонентные и знак поперечной полю компоненты спина положителен: 

В: = СОSФi, Sf = siПФi :::: О. (6) 

Теперь наша задача состоит в вычислении среднего по реализациям беспорядка 

значения поперечной компоненты любого одного спина в основном состоянии 

ml. = siПфi' (7) 

Если основное состояние вырождено, то можно выбрать любое из основных состояний, 

поскольку полученные ниже оценки относятся ко всем основным состояниям. Разу­

меется, среднее (7) не зависит от выбора спина только в термодинамическом пределе, 
когда несущественны краевые эффекты. В рассматриваемой задаче переход к термоди­

намическому пределу не вызывает трудностей. В raYCCOBOM случае для перехода к тер­
модинамическому пределу надо заметить, что оценки, выведенные в третьем разделе, 

справедливы для всех спинов, удаленных от границы системы дальше чем на 5 (рассто­
яние между соседними спинами принято за 1). В бимодальном случае краевые эффекты 
несущественны для спинов, удаленных от границы на расстояния t > ехр(1/(Нс - Н». 

Нами MHoroкpaTHO будуг использоваться два неравенства, вывод которых приведен 

ниже. В основном состоянии каждый спин Sk направлен по эффективному полю, за­
висящему от случайного !:ЮЛЯ Н k И направлений соседних спинов SI. Это выражается 
уравнением 

(8) 

При достаточно большом Н k отсюда следует неравенство 

(9) 

с учетом Toro, что siПФI :$ 1, из последнеro неравенства вытекает, что 

(10) 
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2. КАЧECl'ВЕННЫЕ ОЦЕНКИ 

Целью этого раздела является изложение интуитивных соображений, поясняющИл 

происхождение результатов работы. Строгие доказательства, содержащиеся в третьем 

и четвертом разделах, получаются формализацией этих наводящих соображений. 

2. J. Гауссов случай 

При raYCCOBOM распределеНИlJ случайного падя результат (4) не зависит от про­
странственной размерности. Поэтому начнем с нуль-мерного случая. 

для этого рассмотрим двухспиновую модель с гамильтонианом 

(11) 

где Н1 и Н2 - случайные поля. Предположим, что поле 

(12) 

а поле Н1 такое, что 

(13) 

Сравним энергии двух равновесных (т. е. таких, что спины направлены по локальному 

эффективному полю и их компоненты подчиняются уравнению (8) ) состояний: состоя­
ния А, в котором SI = S2 = о, и состояния В, в котором SI ~ 1, S2.~ J/IH21. Простое 
вычисление показывает, что состояние В глубже: проигрыш в энергии взаимодействия 

спина S2 с магнитным полем компенсируется выигрышем в энергии взаимодействия 
поперечных полю компонент спинов. Поэтому в основном состоянии поперечная на­

магниченность системы порядка единицы. для гауссова распределения случайных по­

лей Н1 , Н2 ширины ho » J рассмотренная конфигурация случайных полей (12), (13) 
имеет вероятность Р '" IПhо/hб. Если же неравенство (13) не выполнено, то глубже 
состояние А, и поперечная Щlмагниченность равна нулю. Отсюда вытекает OTBe'l" (4). 

В D-мерной ситуации замечаем, что при большой ширине raYCCOBa распределения 

ho основной вклад в поперечную намагниченность дают редкие области, в которых слу­
чайное поле порядка обменной константы. Можно показать, что при удалении от таких 

областей поперечная намагниченность экспоненциально быстро убывает. Поэтому на­

магниченность системы сосредоточена в редких кластерах, состоящих из нескольких 

спинов. Эти кластеры можно рассматривать как нульмерные системы. В результате 

критическое поведение (4) сохраняется в любой размерности пространства. 

2.2. Бuмодальный случай 

Как и в гауссовом случае, основной вклад в намагниченность происходит от редких 

кластеров, но теперь магнитное поле по модулю фиксировано. Основную роль игра­

ют кластеры, в которых магнитное поле равно нулю в среднем по объему. Именно в 

таких кластерах стремление обменного взаимодействия придать всем спинам одинако­

вое направление вступает в противоречие со стремлением спинов быть направленными 

по магнитному полю. Строгий анализ показывает, что поперечная намагниченность 

сосредоточена в кластерах, в которых случайное поле ориентировано вверх и вниз в 

шахматном порядке. 
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Найти энергию подобного .кластера объема V = LD (L - размер кластера), когда 
поперечная компонента всех спинов т1. одинакова, - легкая задача. Если не учи­

тывать поверхностных эффектов, то при малых т 1. энергия выражается следующим 

образом: 

Не -Н 2 
Е = constV - V 2 т1.' (14) 

где Н - амплитуда случайного поля, Не = 4DJ. Однако состояние снеоднородным 
по объему кластера значением намагниченности выгоднее, так как в нем ниже потеря 

энергии, связанная с границей кластера. Предполагая, что намагниченность изменяет­

ся плавно по объему от нуля на границе до некоторого значения т в центре кластера, 

оцениваем энергиto, как 

(15) 

где L - размер клас'гера. Состояние сненулевым L выгодно при L > 1/ V н е - Н, т. е. 
V > (Не - H)-D/2. Поскольку большие кластеры экспоненциально редки по величине 
ИХ объема, отсюда выводится ответ (5). 

Ниже результаты (4), (5) обоснуются строго. 

3. ГАУССОВО РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

Мы оцениваем среднее по беспорядку sin Фо поперечной полю компоненты спина 
So в узле решетки SO. Наша цель состоит в доказательстве следующих неравенств 

где С\ и С2 - константы. 

-.- lnho 
sшФо < С27, 

о 

(1ба) 

(1БЬ) 

В следующем разделе содержится вывод формулы (1ба). Кроме того, в этом разделе 

ВВОдЯтся. соглашения об обозначениях, используемых в последующих разделах. 

Везде далее const и буквы а, "б, Е, п, С, С\, С2 обозначают константы, зависящие 
от размерности пространства D, но не от амплитуды случайного поля. 

3.1. Oцe!l"a намагниченности снизу 

Рассмотрим конфигурацию случайных полей, для которой 

J2 
0<Но+2DJ< fL и' 

k k 

(17) 

(18) 

В этих формулах НО - поле на узле SO, Н k - поля на соседних с So узлах S k, Н р - поля, 

действующие на спины Sp, р =f О, соседние с соседЯМИ спина So (и отличные от So), 
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константы Е« 1, о» 1. Аналогичное соглашение о спиновых индексах k,p мы буд.::. 
использовать везде ниже без пояснений. Ограничения на константы f и Q будут ясны и 

схемы доказательства, изложенной в настоящем разделе. При больших ho верОятнОс1 .... 
конфигурации (17), (18) порядка lпhо/hб. Поэтому для доказательства формулы (160,) 
достаточно показать, что sin Фо '" 1. С этой целью сравниваем энергии двух состояний: 
состояния А, имеющего наименьшую возможную энергию при ограничении sin Фо < (, 
И состояния В, которое будет описано ниже, и в котором siпфо = 1. В состоянии В все 
спины, кроме 80 и его соседей 8k, направлены в ту же сторону, что и в состоянии А. 
Спины 8 k предполагаются направленными по локальному эффективному полю: 

siПФk = (соsфkJ~siпфl) / (Hk + J~СОSФI) , (19) 

где L: обозначает суммирование по всем соседям спина 8 k , включая спин 80. Ниже 
1 

аналогичное обозначение будет использоваться без пояснений. В состоянии А фор-

мула (19) тоже имеет силу, поскольку она выражает условие экстремума энергии по 
отношению к углам фk' 

Как будет видно ниже, состояние В глубже. Это связано с тем, что проигрыш в 

энергии взаимодействия спинов 8k со случайным полем меньше выигрыша в энергии 

обменного взаимодействия их поперечных полю компонент со спином 80. 
Из формулы (19) следует оценка вида (9) величин фk. В состоянии А аналогичная 

оценка имеется и для спинов 8р (ведь в состоянии А они тоже направлены по локаль­
ному полю). ИЗ этой оценки следует неравенствр (10) для величин siпфр. Легко прове­
рить, что спины 8k И 8р образуют углы меньшие 1г /2 с соответствующими случайными 
полями. В сочетании с уравнениями (9), (10) это позволяет оценить cos ф(k,р)' 

Теперь легко оценить вклад в энергию состояния А, зависящий от спинов 80 и 8k. 
С точностью до не зависящей от спинов 80 и 8k константы этот вклад равен 

Е(фо, Фk) = -(Но + 2DJ) соsФо + ~)Hk + J соsфо)(1 - СОSФk)­
k 

- J LsiПФk siпфо + JL(1- СОSФk) L СОSФР - JL siПФk LSiIi.фр. (20) 
k k р k р 

В этой формуле обозначение L:( ... ) L: подразумевает суммирование по парам только 
k р 

соседних спинов 8k , 8р • Аналогичного соглашения об обозначенИях мы будем придер-
живаться и ниже. Перечисленные выше оценки позволяют заключить, что в случае А 

J2 
Е> -а L Hk' а «: 1. (21) 

По аналогии с (9) в состоянии В можно оценить углы фk снизу: 

. J СОSфk 
SШФk ~ Hk + (2D - 1)] (22) 

Полученные выше оценки позволяют оценить энергию (20) в случае В. Оказывается, 

(23) 
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МЫ ВИДИМ, что состояние В глубже. Отсюда заключаем, что в основном состоянии 

siпФо > l и извлекаем требуемую оценку (16а). 
Совершенно аналогично проводится и доказательство того, что поперечная намаг­

ниченность отлична от нуля при любой ширине гауссова распределения. 

-3.2. Оценка намагниченности сверху 

Перейдем к выводу уравнения (16Ь). Если магнитное поле Но на узле Во велико по 

сравнению с обменной константой, то спин 80 ориентирован почти вдоль поля. Вклад в 
поперечную намагниченность возникает поэтому только от спинов, находящихся в сла­

бом случайном поле. Этот вклад зависит как от поля, действующего на данный спин, 

так и от полей в соседних узлах. Однако от величины случайного поля, действующего 

на удаленные спины, этот вклад не зависит. Причина состоит в том, что поперечные 

компоненты спина быстро убывают при удалении от области слабого поля. Поэтому 

корреляции между далекими спинами слабы. Оказывается, что в пределе больших ho 
вклад спина 80 в поперечную намагниченность определяется, главным образом, кон­
фигурацией случайного поля внутри куба г со стороной 9 (расстояние между соседними 
спинами принято за единицу) и центром в узле во. 

Ниже рассматриваются четыре возможности для распределения случайного поля в 

кубе Г: 

1) по крайней мере в двух точках куба г случайное поле Hi < Q.J, где константа 
Q. » 1; 

2) во всех точках куба H i > Q.J; 
3) случайное поле Hi < О] в одной точке куба, причем это не центр куба Во; 
4) случайное поле НО < Q.J, в остальных точках куба H i > Q.J. 
Во всех случаях наша задача - оценить вклад в sin Фо, возникающий от соответ­

ствующих конфигураций поля. 

1) Этот случай совсем простой. Вероятность того, что он реализуется, порядка 1/ h6, 
и при этом siпфо :::; 1. Поэтому соответствующий вклад ml в поперечную намагничен­
ность 

ml < const/ h6. (24) 

2) В этом случае спин 80 ведет себя почти также, как если бы система находилась в 
сильном однородном внешнем поле. Поэтому поперечная намагниченность мала. Схе­

ма раССуЖДений при разборе второго случая такая: применяя формулу (9) к спину 80, 
получаем 

(25) 

где обозначения разъяснены в предыдущем разделе. Применяя (9) к углам фk и (10) К 
углам фр, находим, что 

. ( 1 2D) J J 2D J 
sшФо 1- Q. _ 2D Q. _ 2D < IHol- 2DJ L IHkl- 2DJ L IHpl- 2DJ· 

, k р 

(26) 

Дальше остается проинтегрировать неравенство (26) по функции распределения слу­
чайного поля. В результате для вклада m2 в поперечную намагничен~ость получается 
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( lnho) 3 
т2 < const -;;;; (27) 

3) Здесь есть два варианта: 
а) во всех точках куба!;;. со стороной равной пяти и центром в узле 80 случайные 

поля H i > QJ; 
6) в некоторой точке 81 куба!;;. случайное поле Н1 < QJ. 
Случай 3а) рассматривается буквально так же, как случай 2). Это связано с тем, 

что при рассмотрении случая 2) информация о случайных полях вне куба!;;. не исполь­
зовалась. для вклада в поперечную намаmиченностъ получается 

lnho ( )
3 

т3а < const -;;;; (28) 

В случае 36) опять рассуждаем аналогично случаю 2). Здесь возникает отличие от 
случая 2). Это отличие связано с тем, что поперечную компоненту sin Ф1 спина в узле 
81 теперь нельзя оценивать по формуле (9). Поэтому структура формулы (26) изме­
нится. Индексы р, k теперь не могут пробегать значение 1, зато появляется слагаемое, 
пропорциональное sinФ1' Его можно оценить сверху как сопstsiПф1' Интегрирование 
по функции распределения случайного поля дает в результате такую оценку вклада в 

поперечную намаmиченность: 

lnho --( )
3 

т3б < const -;;;; + сопst(рsiПФ1), (29) 

где черта обозначает среднее по реализациям беспорядка, при которых Н1 < QJ, р­
вероятность конфигурации 6). Выражение psin ф1 можно оценить тем же способом, ко­
торый будет использован для рассмотрения случая 4). 

4) Здесь опять имеются два ва~ианта: 

а) 'Но + JL:signНkl < CL: It l' 
k k k 

)' 
6) 'Но + J L: signНkl > С L: ryrт, 

k k IHkl 

где обозначения такие же, IqlK в уравнении (17), константа С» 1. 
Вероятность конфигурации 4а) порядка lп ho/ hб. Этого достаточно для получения 

оценки 

lnho 
т4а < const7 · 

о 

(30) 

В случае 46) z-компонента эффективного поля Но + J L: cos Фk В узле 80 мало отли­
k 

чается от Но + J L: signН k. В этом можно убедиться, заметив, что отличия z-компонент 
k 

спинов Sk от signНk малы, как 1/ H~ (ИЛИ еще сильнее). Дальше можно действовать, 
как в случае 2). Orличие будет только в том, что в оценку типа (9) для угла Фо надо 
будет подставлятъ вместо IHol- 2DJ величину 'НО + JL:signНk l/2. Окончательный 

k 
результат для вклада в поперечную намагниченность имеет вид 

lnho ( )
3 

т4б < const то 
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С помощью неравенств (24), (27)-(31) получаем оценку (16Ь). На этом рассмотрение 
гауссового случая закончено. 

4. БИМОДA.JIЪНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

Назовем множество узлов решетки связной областью, если из каждого узла этого 

множества можно попасть в любой другой, передвигаясь по отрезкам, соединяющим 

соседние узлы, и при этом все время оставаясь внутри области. В бимодальном случае 

главный вклад в намагниченность возникает от связных областей, в которых случайное 

поле ориентировано вверх и вниз в шахматном порядке. Будем называть связные обла­

сти, в которых направление случайного поля в каждой точке области противоположно 

направлению поля во всех соседних с ней точках решетки, шахматными областями. 

В шахматных областях гамильтониан (1) может быть получен из гамильтониана анти­
ферромагнетика в однородном внешнем поле путем инверсии Si -t - Si спинов одной 
из двух шахматных подрешеток. Поэтому в достаточно больших шахматных областях 

поперечная намагниченность появляется при том же критическом поле, что и в чис­

том антиферромагнетике. В нашей модели это поле Не = 4DJ, где D - размерность 

пространстВа. 

Легко убедиться в том, что при Н > Не поперечная намагниченность обращается 
в нуль. для этого надо несколько раз последовательно применить неравенство (9). В 
результате получим для произвольного спина, заданного углом ф, 

( 2DJ )М 
sin Ф < Н _ 2D J ' (32) 

где М - произвольно большое число. Отсюда вытекает, что sinф = О при Н > 4DJ. 
Наша цель состоит в доказательстве двух неравенств: 

,( С\ ) 
тl. > ехр - (Не _ H)D/2 ' (33а) 

(33Ь) 

где С\ и С2 - константы. Неравенство (33Ь) будет доказано ниже при D =f 2. В дву­
мерном случае будет доказано более слабое неравенство: 

( const ) 
тl. < ехр - (Не _ Н) ln(1/(He - Н» . (33с). 

Интересно выяснить, на самом ли деле в двумерном случае имеются логарифми­

ческие поправки или всегда сохраняется неравенство (33Ь). 

Оценку снизу вывести просто. для этого надо рассмотреть шахматную область в 

форме куба размером L = 0./;;1- Н/Не,о. » 1. Такие области имеют экспоненци­
ально малую концентрацию ехр( -соnstLD ). В чистом антиферромагнетике намагни­
ченность вблизи Не ведет себя по среднеполевому закону sinф '" J1 - Н/Не. Сравне­
ние разных вкладов в энергию показывает, что в неупорядоченной системе состояние 
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с sinф,...., V1- Н/Не в центре куба в самом деле энергетически выгодно. Orсюда по­
лучается требуемая оценка. Формальное доказательство можно построить, сравнивая 

энергию самого глубокого состояния А из числа тех, для которых везде внутри куба 

Ф < (1 - Н / Не)4, с энергией состояния В, для которого вне и на границе куба все 
спины направлены так же, как в состоянии А, а внутри куба sin Ф плавно изменяется, 
достигая в центре максимaJIьного ЗН,ачения fV1- Н/Не, где l - малая не зависящая 
от Н константа. ' 

Далее идет вывод верхних оценок. для большей ясности изложения мы рассмот­

рим сначала случай с «: 1, а затем перейдем к общему случаю. Упрощение при малых 
с возникает благодаря тому, что в этом пределе большие шахматные кластеры встре­

чаются экспоненциально редко. Изложение общего случая будет опираться на случай 

с «: 1. 

4.1. Оценка намагниченности сверху при слабом беспорядке 

При малых с концентрация шахматных кластеров объемом V не превышает 

ехр( -соnstV). Рассуждение, доказывающее этот факт, основано на оценке числа од­

носвязных областей объемом V, содержащих заданную точку. Оно помещено в При­
ложение 1. Ясно, что вклад в намаmиченность, возникающий от шахматных кластеров 
объемом V > const/(Hc - H)D/2, экспоненциально мал. 

Вне шахматных кластеров поперечная намагниченность быстро убывает с ростом 

расстояния до ближайшего шахматного кластера. Если Н близко к Не (а именно этот 

случай нам интересен), то из рассмотрения возможных направлений эффективного поля 

видно, что намаmиченность в каждом узле образует со случайным полем угол, меньший 

1г /2. Это позволяет получить из (8) вне шахматных кластеров следующее неравенство: 

J L: sinФI 
sinФk < Н - (2D - 1)] (34) 

Применяя (34) несколько раз последовател.,но, получим для поперечной компоненты 
спина Sk 

[ 2DJ ] s 
sin Фk < Н _ (2D - 1)] ' (35) 

где S - расстояние от спина Sk до ближайшей шахматной области. для вывода фор­
мулы (33Ь) требуется оценка той же структуры, что и (35), но с большим показателем 
степени. 

для получения такой оценки рассмотрим шахматную область объемом V < Ve , где 

(36а) 

1 
Ve = Q (Не _ Н) ln(1/(Hc _ Н»' D = 2, (36Ь) 

Q «: 1. 

Намаmиченность в этой области можно оценить через намаmиченность на ближайших 

к ней узлах, лежащих вне области, т. е. через намагниченность на границе этой области. 
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В Приложении 2 доказана лемма, в соответствии с которой внyrpи описанной области 
поперечная намагниченность удовлетворяет неравенству 

siпф < (l + Е)(siПФЬ)mах, Е < const o:2/D « 1. (37) 

где (sin ФЬ)mах - максимальная намагниченность на границе области. Эта лемма позво­

ляет записать вместо (34) (для спинов, лежащих вне щахматных кластеров и при этом 
не на границе шахматных кластеров объема, большего Vc ) неравенство 

. ( 2D ) siПФk < J(l + Е) ~SiПФи / (Н - (2D - l)J), (38) 

где sin Фи обозначают поперечные компоненты некоторых спинов, лежащих вне шахмат­
ных областей и удаленных от узла 8k на расстояние, не большее (Vc + l). Многократное 
пр·именение формулы (38) дает оценку 

. [2DJ(1 + Е) ] s' /<Vc+l) 

SШфk< H-(2D-1)J ' (39) 

где Vc - это критический объем (36),8' - расстояние от спина Sk до ближайшей шах­
матной области объемом V > Vc . Формула (39) относится к спинам за пределами шах­
матных кластеров. Комбинируя ее снеравенством (37), можно получить аналогичную 
оценку и для спинов из маленьких шахматных областей. Поскольку большие шахмат­

ные области экспоненциально редки, это позволяет вывести уравнения (33Ь,с). 

4.2. Оценка намагниченности сверху при сильном беспорядке 

Если с не мало, то нельзя утверждать, что большие шахматные кластеры встре­

чаются экспоненциально редко. Наоборот, выше порога протекания в системе могут 

возникать даже бесконечные шахматные кластеры. Однако оценки поперечной намаг­

ниченности (33Ь,с) остаются в силе. Дело в том, что почти каждый шахматный кластер 

«нашпигован. нешахматными областями. Хотя появление поперечной намагниченно­

сти внyrpи кластера энергетически выгодно, проигрыш в энергии за счет «не шахматных 

вкраплений. может оказаться больше. В результате вклад в намагниченность дают толь­

ко те большие шахматные К1JaCTepы, которые свободны от «нешахматных вкраплений». 

А таких кластеров экспоненциально мало. 

Перейдем к доказательству. Разрежем систему на кубические клетки с ребрами 

большой не зависящей от Н длины А. Вероятность такой клетки быть шахматным 

. кластером мала. В дальнейшем термин «шахматный кластер» сохраним только за шах­
матными областями, состоящими из одной или нескольких клеток целиком. При та­

ком определении большие шахматные кластеры вновь станут экспоненциально редки­

ми. Поэтому их вклад в намагниченность опять экспоненциально мал. Дальнейшая 

наша цель - вывод аналога формулы (39) для спинов вне шахматных кластеров. Как 
и в предыдущем пункте, аналогичная формула для спинов из маленьких шахматных 

кластеров получится отсюда благодаря неравенству (37). Это позволит дать полное до­
казательство. 

При выводе аналога формулы (39) будем предполагать, что расстояние от рассма­
триваемого спина до ближайшего шахматного кластера объема большего Vc (36) пре­
вышает AD(Vc + 1). Доля спинов, для которых это условие не выполнено, экспонен­
циально мала по v;" поэтому их вклад в поперечную намагниченность заведомо тоже 

экспоненциально мал. 
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Все дальнейшие рассуждения справеД1IИВЫ, если амплитуда случайного поля до­

статочно близка к Не, Не - Н < В « Не, И константа а (36) достаточна мала (но не 
зависит от Н). Насколько малыми должны быть а иВ, будет видно из изложенной 

ниже схемы доказательства. 

Вне шахматных кластеров из (8) следует неравенство, похожее на (34) (но в виду 
нового определения шахматного кластера, более слабое). Это неравенство гласит: 

(40) 

В каждой нашей клетке со стороной А, если она не является шахматным кластером (а 

нас теперь интересует только такой случай), наЙдется спин SI, для которого случайное 
поле на одном из соседних узлов направлено в ту же сторону, что и на этом спине. для 

этого спина неравенство (34) сохраняется. Можно записать для произвольного спина 
Sk из нешахматной клетки, что 

siПФk ~ ~~ (~SiПФI) , (41) 

где Tk / (2D) Е sin Фl обозначает правую часть неравенства (40) для спинов, у КОТОРЫХ 
I 

случайные поля на всех соседних узлах направлеl1Ы в другую сторону, чем на самих 

этих спинах, и правую часть неравенства (34) для остальных спинов. 
Используя лемму, доказанную в Приложении 2, из неравенства (41) выводим со-

отношение 

(42) 

где Rk =.(1 + ()Tk, а спины S" лежат вне шахматных кластеров и удалены от узла Sk 
не дальше, чем на расстояние (Vc + 1). Константу ( можно сделать сколь угодно ма­
лой (независимо от Н) НaД1Iежащим выбором константы а в определении критического 

объема (36). Поэтому при амплитуде случайного поля, достаточно близкой к Не, можно 
добиться того, что 

(43) 

где 'у - не зависящая от Н константа, которую выбором а и В можно сделать сколь 

угодно малой. для упомянутого выше спина SI, обладающего тем свойством, что дей­
ствующее на него случайное поле направлено в ту же сторону, что и поле на одном из 

. соседних узлов, имеется более сильная, чем (43), оценка 

1+( 
R I < 1 + 1/(4D) 

(44) 

Следующим шагом применим неравенство (42) последовательно DA раз. для по­
перечной намагниченности siПФk в результате получится оценка вида 

(2D)DA 

siПФk ~ (2D\DA L Pw siпфw, 
w=1 

(45) 
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где все спины Sw удалены от узла Sk не больше, чем на расстояние DA(Vc +'1). Каж­
дый коэффициент Pw в формуле (45) - это произведение DA множителей вида R i . 

Неравенство (45) можно преобразовать к виду 

siПФk :::; (2d)DA L Рw(siпФw)mа,,, 
w 

(46) 

где (siпФw)mах - максимальная из величин Siпфw. 
Вспомним теперь неравенства (43), (44). Они позволяют оценить Pw . При этом 

важно, что поскольку мы работали с нешахматной клеткой, в оценку одного из коэф­

фициентов Pw входит множитель, равный правой части (44). При достаточно малом I 
это позволяет показать, что 

(47) 

где /j - маленькая положительная константа, не зависящая от Н. В результате из (46) 
получаем, что 

(48) 

Применяя последнюю формулу многократно, получаем оценку типа (39). для завер­
шения доказательства остается провести рассуждение, аналогичное содержащемуся в 

предыдущем разделе. 

S. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Упорядочение в изученной системе возникает благодаря редким областям. Это на­

поминает фазу Гриффитса [48]. Однако в нашей задаче имеются дальний порядок и 
спонтанное нарушение симметрии. Появление дальнего порядка связано со слабым 

ферромагнитным взаимодействием редких упорядоченных кластеров. Такое взаимо­

действие присутствует и в других неупорядоченных системах, испытывающих переход 

Гриффитса, но даже слабые тепловые флуктуации способны разрушить порядок. Спе­

цифика рассмотренной задачи состоит в отсутствии тепловых флуктуаций. 

Приближение среднего поля [42] игнорирует вклады редких областей и поэтому 
приводит К ошибочным выводам. В гауссовом случае приближение среднего поля пред­

сказывает неправильную экспоненциальную зависимость намагниченности от поля в 

пределе сильных полей. В бимодальном случае приближение среднего поля дает не­

правильные ответы как для критического поведения, так и для критического поля, при 

котором происходит фазовый переход. 

Полученные в настоящей работе результаты применимы к некоторым другим си­

стемам. В частности, критическое поведение (5) имеет место в антиферромагнетике с 
беспорядком типа случа~ная связь, помещенном в однородное поле. 

Изученная модель не учитывает квантовых флуктуаций. Сильные квантовые флук­

туации MOryr полностью изменить поведение системы. В случае слабых флуктуаций 

имеются два критических режима: изученный в настоящей работе классический, а бли­

же к точке фазового перехода - квантовый, с предположительно медленной степенной 

зависимостью намагниченности от поля. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

Здесь оценено сверху число связных областей объема V, составленных из узлов D­
мерной кубической решетки и содержащих заданный узел А. Показано, что это число 

ограничено сверху экспоненциальной функцией объема. При слабом беспорядке отсю­

да следует экспоненциальная по V малость концентрации шахматных областей объема 
V. 

Число ломаных длиной (2V - 2), состоящих из ребер решетки и начинающихся в 
точке А, не больше чем (2D)(2V-2). Поэтому достаточно показать, что интересующих 
нас областей не больше, чем описанных выше ломаных. 

для этого замечаем, что каждой связной области можно по крайней мере одним 

способом поставить в соответствие древесный граф, состоящий из ребер решетки, ле­

жащий в области и содержащий все ее узлы. Длина древесного графа (V - 1). Осталось 
заметить, что древесному графу можно поставить в соответствие замкнутую ломаную, 

дважды проходящую каждое его ребро. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

Здесь доказана лемма, используемая в четвертом разделе. 

Лемма. Рассмотрим шахматную область объемом V < Ус, где Vc определяется урав­

нениями (36). Внутри такой области поперечная намагниченность удовлетворяет нера-
венству (37). . 

Доказательство. Внутри шахматной области из уравнения (8) следует неравенство 
вида 

. ф Нс-Н(. ф) 6 sш :::: - J sш т.,,, (49) 

где 

6 sin Ф = L: sin Фk - 2D sin Ф (50) 
пеighЬоurs 

- решеточный лапласиан, суммирование ведется по ближайшим соседям, (siпф)тах­

максимальное значение поперечной намагниченности внутри шахматной области. для 

доказательства неравенства (49) надо пере писать (8) к виду 

а затем преобразовать тождественно к форме 

. ф Не -Н . Ф 
6sш :::: - J sш. 

Решения неравенства (49) мажорируются сверху решениями уравнения 
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Не - Н(. ф) 
Lш=- J sш тах (51) 

с теми же rpаничными условиями, что и неравенство. Решение последнего уравнения 

конструируем следующим образом. Вначале находим частное решение Uj. Его можно 

взять в виде свертки правой части уравнения и функции Грина решеточного уравнения 

Лапласа. Можно проверить, что ввиду малости а (36) это решение мало по сравнению 
с (sin Ф)mах, 

(52) 

При D = 1,2 получение оценки (52) не составляет труда. При D > 2 для ее получения 
надо заметить, что при заданном объеме области и! (r) максимально для области в форме 
шара с центром в точке r. Затем находим решение уравнения с нулевой правой частью 
и2 такое, чтобы U = uj + и2 удовлетворяло rpаничным условиям. В силу принципа 

максимума 

(53) 

Вспоминая, что U - мажоранта искомой функции, и используя неравенства (52), (53), 
получаем требуемую оценку для sin ф. 
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