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Исследован тепловой механизм подавления аномалий нелинейных характеристик 

неоднородных сред. Получено обобщенное выражение для эффективной нелинейной про­

водимости, которое позволяет учесть влияние теплоотвода от горячих областей. Изучен 

характер расходимостей в двумерных и трехмерных неоднородных структурах в зависи­

мости от локальных параметров и микрогеометрии системы. Покаэано, что в критиче­

ской области эффективная нелинейная проводнмость средЫ может существенио превы­

шать проводимость компонент. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1999 

Нелинейные электрические свойства случайно-неоднородных и периодических 

структур MOryr существенно отличаться от свойств их компонент. Такое отличие обус­

ловлено тем, что эффективные характеристики определяются не только свойствами ми­

крокомпонент, но также зависят от локального распределения полей и токов в среде. В 

последнее время было обнаружено, что эффективные нелинейные характеристики MOryr 

оказаться аномально чувствительными к микроструктуре вещества [1]. Ранее это бы­
ло продемонстрировано в серии экспериментов, например, в [2] измерялась амплитуда 
третьей гармоники Vз", на металлических пленках вблизи перехода металл - диэлек­

трик. Было показано, что критические индексы концентрационной зависимости Vз", 

не универсальны: они зависят от метода приготовления пленок, т. е. от микрострукту­

ры вещества. Резкое усиление нелинейных эффектов и их неуниверсальное поведение 

вблизи порога протекания продемонстрированы в [3-5]. 
Появление аномалий связывается с разоrpевом электронного газа в локальных 

областях, в которых ток просачивается через узкие перемычки, образованные пло­

хо проводящим материалом. Именно области, где происходит концентрация поля и 

тока, дают основной вклад в нелинейные эффективные характеристики, например, 

внелинейную проводимость, амплитуду третьей гармоники и коэффициент 1/ f -шу­
ма [2, 3,6,7]. Очевидно, что локальное распределение температуры и условия теплооб­
мена MOryr существенно повлиять на нелинейный отклик среды. 

В данной работе исследуется влияние теплоотвода (теплопроводности и теплообме­

на) на нелинейные свойства периодических структур. В качестве примера двумерной 

структуры изучается периодическая решетка типа «шахматной доски». В трехмерном 
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Геометрия рассматриваемой CТPYIcrYPbl: а - фрагмент двумерной двухкомлонент­

ной cТPYIcrYPbl, б - фрагмент касания двух конических участков в трехмерной среде 

случае рассматривается упаковка чередующихся кубов, у которых окрестности сопри­

косновения смежных кубов аппроксимируются двумя конусами с «хорошей» проводи­

мостью. Мы обобщим результаты работ [8-11], принимая во внимание теплоотвод от 
«горячих» областей. Будут найдены условия, при которых нелинейный отклик опреде­

ляется малыми синryлярными областями, и продемонстрирована роль теплового меха­

низма стабилизации аномалий среды. 

2. МОДFЛЬ CfPYКТYPbI И ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Геометрия двумерной структуры представлена на рис. а. Темным участкам соответ­
ствует проводимость 0"1 и теплопроводность IЧ (металл), а светлым - 0"2 И "-2 (диэлек­

трик). в трехмерных средах наиболее синryлярны области, образованные соприкосно­

вением пирамидальных или конических областей. Мы будем обсуждать особенности в 

рамках точно решаемой модели, геометрия которой изображена на рис. б, внутренние 

области конусов имеют проводимость 0"1 и теплопроводность "-1 (металл), а внешние -
0"2 И "-2 (диэлектрик). Здесь мы предполагаем, что рассматриваемая структура (рис. б) 

представляет собой лишь фрагмент некоторой трехмерной решетки. Характерный раз­

мер элементарной ячейки как в двумерном, так и в трехмерном случае обозначим Lo. 
Электрический ток в структурах описывается выражением 

j = О"(Т)е, (1) 

где о" - функция, зависящая от температуры Т. В отсутствие нагрева при Т = То 

(То - равновесная температура среды) О"(ТО ) - периодическая функция, принимающая 

значения 0"1 и 0"2 В смежных областях. Ток и поле подчиняются уравнениям 

divj = О, rote = О 

и условиям на границах областей с разной проводимостью 

(jn)1 = (jn)2, (ет)1 = (ет)2, 

1819 

(2) 

(3) 



А. М. Сатанuн, В. В. Скузоваткuн ЖЭТФ, 1999, 115, вьln. 5 

где n и т - нормальный и касательный векторы к границе раздела сред. 

Эффективные характеристики неоднородной среды могут быть определены из вы­

ражения для усредненной по объему диссипации энергии 

(4) 

где мы произвели разложение (4) по степеням среднего поля Е = (е). В (4) использо­
вано обозначение ( ... ») для усреднения по объему (или площади) системы. Ниже мы 
ограничимся изучением кубической нелинеЙности. Разложение (4) справедливо, когда 
нелинейные поправки в известном смысле малы. Чтобы это имело место, необходимо 

выполнение неравенства ие » ХеЕ2, которое будет справедливо, если соответствую­
щим образом уменьшить среднее поле в образце. Такое ограничение означает, что мы 

находимся в режиме слабой нелинейности, а рост эффективной нелинейной проводи­

мости означает сужение линейной области. В случае локальной связи между током и 

полем j = ие + хе 2е из выражения (4) можно показать (основываясь на теореме Телле­
джена [12]), что эффективная нелцнейная проводимость Хе определяется коррелятором 
четвертого порядка поля в линейной среде 

(5) 

(обоснование приведено в [13,14]). Из (5) следует, что эффективная проводимость бу­
дет обусловлена областями, которые дают основной вклад в интеграл f xe4dr. Как было 
показано в [8-15], решения уравнений (1)-(3) в линейном случае имеют особенности 
вблизи микросужений, что приводит к росту вьщеления джоулева тепла. Поскольку 

функция уе) пространственно неоднородна, вблизи особенностей возникают большие 

градиенты температуры. При этом следует учитывать теплообмен и неоднородное рас­

пределение теШIературы в системе. В свою очередь для вычисления эффективной не­

линейной проводимости необходимо обобщить соотношение (5), которое ранее было 
получено для локальной связи между температурой и полем. Нелокальная связь между 

током и полем может качественно изменить характер сингулярностеЙ. 

Стационарное распределение температуры в среде описывается уравнением 

- \1",\1Т = -а(Т - То) + ае), (6) 

где", - коэффициент теплопроводности, принимающий значения "'1, "'2 В различных 

компонентах, а а - коэффициент теплообмена, который также может быть различным 

в разных секторах. 

При определении температуры в двумерной среде будем дополнительно учитывать 

теплообмен между пленкой и подложкой. для этого используем модель, согласно кото­

рой поток тепла в подложку пропорционален разности температур пленки и подложки. 

Предполагается, что температура массивной подложки постоянна и равна То. В рамках 

сделанных предположений уравнение для температуры формально имеет такой же вид, 

как и (6), где а - суммарный коэффициент теплообмена. 

На границе секторов Т удовлетворяет уравнениям 

(7) 

При заданной зависимости и(Т) уравнения (1)-(7) определяют распределения электри­
ческого поля и температуры в неоднородной среде. 
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Нелинейные полевые слагаемые в выражении для тока возникают вследствие за­

висимости проводимости О'(Т) от температуры, которая определяется электрическим 

полем согласно (6). Ограничимся случаем кубической нелинеЙности. В указанном при­
ближении можно положить 

О'(Т) = О'(То ) + {ЗБТ, (8) 

где {З = aO'(To)jaT, БТ = Т - То. Решение уравнения (6) записывается в виде 

БТ(г) = f а(г, г')еz(г')О'(г')к;-l (r')dr' " (9) 

где а(г, г) - функция Грина уравнения теплопроводности (6). Используя (8) и (9), 
левую часть (4) перепишем в виде 

(О'(То) + {ЗБТ)еZ ) = О'е Е2 + ~ f (3(г) eZ(r)G(r, г')еZ(г')О'(г')к;-l(г')dгdг', ОО) 

где V - объем (или площадь) системы. Сравнивая выражения (10) и (4), а также при­
нимая во внимание теорему Телледжена, получим обобщенное соотнош\(ние для эф­

фективной нелинейной проводимости в виде 

Хе = E:V f {З(г)е2(г)G(г, г')~2(г')0'(г')к;-1(г')dгdг', (11) 

где, как и в (5), справа стоит электрическое поле в линейной среде. Как следует из (9), 
при учете теплопроводности связь между температурой и электрическим полем стано­

вится нелокальноЙ. Очевидно, что нелокальность приведет к уменьшению вклада син­

гулярных областей в эффективную нелинейную проводимость. Однако влияние тепло­

проводности может быть подавленно за счет большого теплообмена, когда слагаемое 

- 'v к;'VТ в уравнении (6) мало по сравнению со слагаемым, учитывающим теплооб­
мен. В этом случае а(г, г) ведет себя как б(г - г) и выражение (11) переходит в (5). 
Более детально предельные случаи будут изучены в следующем разделе. 

3. ТЕПЛОВАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ АНОМАЛИЙ· 

Как видно из решения уравнений (2) и (3), микросуженияв неоднородной среде 
приводят к фокусировке линий электрического поля й тока [8-11]. Следствием это­
го будет рост тепловыделения вблизи сингулярных областей. Нетрудно показать, что 

асимптотики распределения температуры не могут существенно зависеть от скачков ко­

эффициентов теплопроводности и теплообмена. Мы продемонстрируем это путем точ­

ного решения уравнения (6) в Приложении В. Интересуясь характером расходимостей и 
механизмом стабилизации аномалий, ниже мы положим, что коэффициенты теплопро­

водности к; и теплообмена а в каждой области одинаковы, и вычислим эффективную 

нелинейную проводимость Хе В первом порядке по нелинеЙности. 

как видно из уравнения (6), при учете теплопроводности и теплоотвода в задаче 
появляется новый пространственный масштаб L = J к;! а. Мы будем предполагать, что 
L много меньше размера элементарной ячейки Lo. Нас будет интересовать характер об­
резания аномалий эффективных характеристик. Мы покажем, что если в системе име­

ется малый параметр L « Lo, то в критической области может быть найден основной 
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вклад в эффективную нелинейную проводимость, который определяется лишь малыми 

синryлярными областями вблизи микронеоднородностей среды. 

3.1. Нелинейная проводимость пленки 

Электрическое поле ,и ток в линейном случае для решетки типа «шахматной дос­

ки» вычислены в работах [15, 16]. Решение исходной системы уравнений (1)-(3) удоб­
но записать в комплексном представлении. для простоты оrpаничимся случаем, когда 

внешнее поле Е направлено вдоль одной из диагоналей квадратов. При таком выборе 

направления Е квадрат электрического поля в смежных ячейках определяется согласно 

где 

lel(z)12 = Aa~2 K4"YIX(z)12, 

le2(z)12 = Aa~2 K4"YIX(iz*)12, 

X(z) = [ сп(Кz/Lо,k) ]2"У z=x+iy, 
sn(Kz/Lo, k)dn(Kz/Lo, k) , 

(12) 

(13) 

sn(.), сп(.), dn(.) - эллиптические функции Якоби, - полный эллиптический интеrpал 

с модулем k (для квaдpaTak = 1/V2, = 1.8541); Lo -длина стороны квадратной ячейки. 
Параметр 'У связан с h выражением 

l-h 
tg(1I·'Y) = 2..Jh' 

Постоянная А определяется согласно 

1ГЗ/2 [(3 'У) (3 'У)]-1 1('У) = 2К СОS(1Г'У) т 4 + '2 г 4 - '2 ' 

(14) 

(15) 

Г(.) - гамма-функция. Из (12) видно, что электрическое поле имеет особенности в 
углах решетки, где происходит концентрация поля. Как уже подчеркивалось, нас ин­

тересует вклад от особых областей, причем мы будем полагать, что тепловая длина L 
'будет мала по сравнению с ПОСТОЯН80Й решетки Lo. В этом случае можно упростить 
выражение для поля. Раскладывая (12) в ряд по малому параметру r / Lo, получим 

(16) 

где Т, i} - полярные координаты, i = 1, 2. Нетрудно показать, что квадратичный кор­
релятор поля, который определяет эффективную линейную проводимость, будет схо­

диться несмотря на расходимость поля при r -t о. Однако локальное выражение,ДЛЯ 

эффективной нелинейной проводимости (5) может расходиться при определенных па­
раметрах системы. это свойство свидетельствует об аномальном росте нелинейной про­
водимости. Отметим, что характер расходимости определяется параме:гром 'У, который 

зависит от отношения линейных проводимостей h = а2/аl согласно (14). Если пре-: 
небречь нелокальными эффектами и вычислить нелинейную проводимость исходя из 
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локального выражения (5) с использованием разложения (16), то Хе будет расходиться 
при 1 ~ 1 = 1/4 или h ~ hc = (у2 - 1)2 (см. [8-11]). 

Изучим теперь влияние теплоотвода на указанную расходимость. Подставляя (16) 
в правую часть (6), в первом приближении получим уравнение для температуры в виде 

-д+- БТ=-- ~ ( 1 ) А Е2 (L )4')' 
L 2 aL2 Т ' 

(17) 

где L = J к / й- - тепловая длина. Orносительно теплообмена предполагается, что L ~ 
~ Lo. Функция Грина уравнения (17) хорошо известна: 

, 1 (Ir -r'1) G(r - r ) = 27Г Ко -L- , (18) 

где Ко(х) - функция Макдональда. Чтобы выполнить интегрирование в (9) по угловой 
переменной, удобно использовать разложение: 

(Ir-r'l) (Т) (~') 00 (Т)' (Т') Ко -L- = 10 I Ко L + 2 ~ cos(niJ)ln I Кn L при r < т', (19) 

где 1n(х), Кn(х) - модифицированные функции Бесселя (при r > т' соответствую­
щее разложение получается из (19) путем перестановки местами r и Т' в правой части). 
Интегрируя по угловой переменной, получим следующее выражение для температуры 

2 4 [ r L.] БТ(т) = А: 7: Ко (yJ ! 10 (~) t l -4')' dt + 10 (7;) ! Ко (~) t l -4')' dt . (20) 

Исследуем асимптотики.полученноro решения. Чтобы найти выражение для БТ на 

малых расстояниях, когда Т ~ L, второй интеграл в правой части (20) запишем в виде 

L. L. r 

J Ко (~) t l -4')' dt = J Ко (~) t l -4')' dt - J Ко (~) t l -4')' dt. (21) 

r о о 

После этого в первом интеграле можно положить Lo - 00 (принимая во внимание 

свойства функции Бесселя и то, что Lo/ L» 1), а в оставшихся интегралах в (20) мож­
но использовать асимптотическое разложение функций Бесселя при малых значениях 

аргумента: 

lо (х) '" 1, Ко(х) '" -ln х. 

в результате находим 

_ AE2 (LO)4')' [г2(1-21) 1 (T)2(1-2')')] 
БТ(r)- - - - -

й- L 24')' 4(1 - 21)2 L . 
(22) 

Из полученного выражения следует, что оно расходится только при h - О, когда 

1 - 1/2. 
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На расстояниях r » L распределение Т обусловлено в основном теплообменом. В 
этой области температура пропорциональна величине вьщеляемого джоулева тепла: 

Этот результат можно получить из (20) путем использования асимптотического разло­
жения для функций Бесселя при r »L: 

Кn (у) - fJ ехр (-у), In (у) - J 2~T ехр (у). (23) 

Выражение (20) приводится к виду 

БТ(r) ~ А:2 (~o) 47. (24) , 

Как видно из (24), температура быстро стремиться к ТО, что оправдывает использование 
асимптотического разложения для поля при вычислении коррелятора на расстояниях 

Lo» т» L. 
РаССМQТРИМ теперь поведение эффективной нелинейной проводимости. Используя 

решение (20), можно переписать (11) в виде 

7ГА2L~7-2 (fЗ1 fЗ2) 
Х = -+- х 

• aL2 0'1 0'2 

Представим эффективную нелинейную проводимость в виде суммы двух слагаемых х:: 
и х;, обусловленных вкладом в х. соответственно областей r < L и r > L. Оценим 
вклад, возникающий от области r < L. Выражение в круглых скобках в (25) при малых 
r вычисляется подобно тому, как это было сделано при расчете (20), а интеrpирование 
в (25) по r в интервале () ~ r ~ L дает 

(26) 

для оценки вклада от области r > L подставим в (25) асимптотическое разложение 
функций Бесселя при больших значениях аргумента (23). Интеrpируя по r в (25) в 
пределах L ~ r ~ Lo, находим 

> А2 (fЗ1 fЗ2) 1 [ (L )2(1-47)] х - - -+- 1- -• а 0'1 0'2 2(1 - Фу) Lo . 
(27) 

Заметим, что выражение (27) можно получить непосредственно из (11), поскольку 
при интеrpировании в (11) по области r » L аргумент /r - г/ в функции Грина (18) 
всегда много больше величины L и, следовательно, функция Ko(/r - г// L) ведет себя 
как 27ГL2б(r-r'). Заменяя в (11) функцию Грина выражением -L2б(r-r') и интеrpируя 
по r > L, снова приходим К (27). 
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Обсудим зависимость эффективной нелинейной проводимости от величины тешю­

обмена, т. е. от параметра L. Рассмотрим сперва случай, когда отношение линейных 
проводимостей ячеек h > hc или когда 1 < 1/4. Если тепловая длина стремиться к 
нулю, то вклад внелинейную проводимocrъ от (26) исчезает, а (27) принимает вид 

х> '" ~ (fЗ1 + fh) 1 
е а 0"1 0"2 2(1 - 41)· 

(28) 

Это выражение совпадает с результатом, полученным в работах [9,10]. Как следует 

из (28), в этом случае имеет место степенная расходимость эффективной нелинейной 
проводимости, когда h -+ hc (1 -+ 1/4). 

Пусть теперь тепловая длина L фиксирована, а h -+ hc • Легко видеть, что при 

h -+ hc функция (27) ведет себя как 

Х;,....., А2 (/31 + /32) ln (Lo). 
а 0"1 0"2 L 

(29) 

В случае, когда h < hc , выражение 

Х; '" А2 (fЗ1 + /32) 1 (Lо)2(Ф'У- 1 ) 
а 0"1 0"2 2(4"'! - 1) L 

(30) 

аномально велико, поскольку Lo » L. 
Если L =j О, то из (26) следует, что вклад в эффективную нелинейную проводимость, 

обусловленный областью r < L, расходится степенным образом только при h -+ о. 

Мы использовали наиболее сингулярные слагаемые в разложении поля (16) для вы­
числения нелинеиной проводимости. Оценим теперь вклад отброшенных слагаемых. 

Поправку к Хе, связанную со вторым слагаемым в выражении (16), обозначим БХе; 
БХе = БХ~ + БХ~. В области r <: Lo поправка к квадрату электрического поля мала 
по параметру r / Lo. При вычислении БХ~ интегрирование ведется по области r < L, в 
этом случае БХ~ будет мало по параметру L / Lo. Выражение для БХ~ находится анало­
гично (27): 

> 91ГУ к8 А2 (fЗ1 fЗ2) 1 - (L/ LO)2(5-4'1) 9'1Г12 к8 А2 (fЗ1 fЗ2) 
БХ ,....., -+- "" -+-

е 25а 0"1 0"2 5 - 41 25а(5 - 41) 0"1 0"2 . 
(31) 

Из полученных выражений (27) и (31) следует, что хараКтер поведения эффектив­
ной нелинейной проводимости в критической области определяется параметром 1. При 
этом необходимо различать случаи 1 < 1/4,И 1 > 1/4. При 1 < 1/4 (h > hc ) выпол­
няется неравенство X~ <: X~, а Хе '" А2 fЗ1 /(О"lа). Что касается поправки БХе, то она 
оказывается порядка Хе. Это означает, что при вычислении Хе по формуле (11) в общем 
случае необходимо интегрировать по всей площади элементарной ячейки и использо­

вать точное выражение для электрического поля (12). Однако в критической области, 
когда 1 < 1/4, но 1 -+ 1/4 или 1 > 1/4, мы имеем соответственно 

Хе "" A2
/32 ln (Lo) 

0"2а L 

и 
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где для простоты считается, что основной вклад внелинейную проводимость дает вторая 

компонента. При этом основной вклад в х; дает область интегрирования r f"OJ L. Таким 
образом, поправки кнелинейной проводимости, возникающие при учете следующих 

членов в разложении квадратов полей, оказываются малыми в критической области. 

3.2. Нелинейная ПРОВОДИМОСТЬ трехмерной среды 

В трехмерном случае мы ограничимся анализом среды с коническими особыми 

областями (см. рис. 6). Электрическое поле вблизи вершины касания двух конусов 

вычислено в Приложении А. Квадрат напряженности электрического поля, определя­

ющий диссипацию внугри и вне конусов, дается выражением 

е2(т,19) = :~) ( * ) 4'( 8(19), 
(32) 

8(19) = и'(19»2 + л2 Р(19), 

где величина 0'(19) равна 0'1 в области 19 < 190 и 0'2 В области 190 < 19 < 1г /2; Е - амплитуда 
внешнего электрического поля; А - константа, зависящая от параметров структуры, 

функция f(19) и ее производная 1'(19) описывают угловую зависимость решения (см. 
Приложение А); л = 1 - 2'У. 

Предварительно вычислим вклад в коррелятор (хе4), обусломенный особенностя- .. 
ми тока в конической области без учета теплопроводности. Подстамяя найденное ре­

шеllие для поля в (5), получим 

L. ,.. 

(хе4 ) = c~~st J drr2r4{л-l) J d19 sin 19х(19)82(19). 
о о 

(33) 

Из (33) следует, что интеграл расходится при лс = 1/4 или при 'Ус = 3/8. Зная лс, из 
выражения (45) можно найти критическое значение параметра hc как функции угла 190. 
для полноты укажем, что численное решение уравнения (45) дает следующие макси­
мальные значения критических параметров: hc = 0.094, 190с = 55.50. 

Учтем теперь мияние теплопроводности. Функция Грина уравнения (6) имеет вид 

G(lr _ г!) = ехр( -Ir - r'l/ L) 
Ir - r'1 

При вычислении Т по формуле (9) используем следующее разложение для функции 
Грина: 

ехр( -lr-r'I/ L) 1 ~ , . Ir _ r'1 = .;:;::;:; L)2n+l)Pn(cos19)In+l/2(r / L)Kn+I / 2(r / L) 
n=О . 

при r < т' (34) 

(приr > т' в (34) r и т' следует поменять местами). После подстановки (34) и (32) в (9) 
и интегрирования по угловой переменной получим 

АЕ2 L04'( 00 

БТ(r,19) = -2 г- L Pn(cos19)Qn х 
aL ут n=о 

Х [к.щ, Ш ! l.щ' (L) t'i'-"'dt+I.щ' ш! К.щ' ш t'i'--"'dt] , 
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где In+1/2(X) и K n+1/2(X) - функции Бесселя, 

'11" 

2n+ 1 J Qn = -2- ddsin'!? Pn(cosd) s(d) . 

о 

Исследуем асимптотики полученного решения. На малых рассТQЯНИЯХ, когда r « L, 
ЬТ вычисляется аналогично (22): 

АЕ2 (Lo) фу ( r ) 2-4-у 
ЬТ(Т, д) = 7 L L Р(Т, д), (36) 

где 

00 

Р(Т, д) = L: Pn(cos d)Qn [n(n + 1) - (3 - 4-1')(2 - 4-у)г 1 + 
n=о 

+ Г«3-4-у)/2)Г(1-2')') 22(1-2')')Q + _GQ Г(2-2')')Г ((1-4,),)/2) 22(1-2')') (.!.-) + 
Г(3/2) о coS'u 1 Г(5/2) 2L .... 

При r ~ L, используя асимптотическое разложение функций Бесселя из (35), находим 

(37) 

Выражение (37) соответствует локальному пределу, поскольку при r ~ L, как это не­
сложно показать из (34) с использованием (23), функция Грина ведет себя приближенно 
как 47Г L 2{j(r - r'). Аналогично двумерному случаю, в этой области связь нелинейного 
тока с электрическим полем вследствие теплоотвода становится локальной. 

Оценим значение эффективной нелинейной проводимости. Как и в случае пленки, 

представим Хе В виде суммы вкладов от области r < L и r > L. Основной вклад в Х;, 
возникающий за счет окрестности r < L, мОжно вычислить, подставляя асимптотики 
температуры (36) и электрического поля (32) в левую часть формулы (10) и интегрируя 
по объему в пределах выбранной области. В трехмерном случае квадрат электрического 

поля и температура зависят сложным образом от угловой переменной, что не позволяет 

точно вычислить интеграл по д в выражении для Хе. Однако аномальный рост величи­
ны эффективной проводимости определяется зависимостью от r электрического поля и ' 
температуры. Поэтому для приближенного вычисления Хе достаточно рассмотреть ин­

теграл по Т, так как угловой интеграл дает несингулярный множитель порядка едиюiЦЫ. 

В результате получим 

< (32 A2Qo ( L ) 3-8')' 
Х ""' -е 0'2 а (5 - 8')') Lo . 

(38) 

Используя выражение (45) из Приложения А нетрудно показать, что знаменатель в (38) 
не может обращаться в нуль, когда параметры конусов подчиняются неравенствам 

о < h < 1, О < до < 7г /2. 

Вклад от области r > L наЙдем, подставляя (37), (32) в (10) и интегрируя в пределах 
L < r < Lo: 
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(39) 

Из (39) следует, что при L = О имеет место расходимость Хе при конечном значении 
параметра he , который определяется из 'Ус = 3/8. Если тепловая длина фиксирована, 
то в (39) происходит логарифмическое обрезание расходимости. Таким образом, как и 
в случае пленки, учет теплоотвода приводит к обрезанию расходимости. 

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Ранее было показано [8-11], что при локальной СВЯЗI;I между током и полем эф­
фективная нелинейная проводимость двухкомпонентных периодических решеток ано­

мально велика вблизи порога протекания. На пороге протекания она расходится при 

конечном значении отношения линейных проводимостей h = U2/Ul' 

В данной работе исследован тепловой механизм обрезания расходимостей и пока­

зано, что учет теплоотвода от горячих областей может привести к устранению особен­

ностей эффективных нелинейных характеристик при конечных значениях параметра h . 
. Отметим, что геометрические эффекты обрезания аномалий обсуждались в [17]. 

Полученные результаты показывают, что критические значения he , обнаруженные 

в [8-11] для двумерных сред, и аналогичное значение he для трехмерной среды (рас­

смотренной в данной работе), во многом определяют поведение эффективной прово­

димости Хе И при учете теплоотвода. Учет теплопроводности и теплоотввода приводит 

к тому, что в рассматриваемой проблеме появляется новый характерный масштаб -
тепловая длина L, которая играет роль параметра обрезания особенностей. Вместе с 
тем в нелинейном режиме параметр L определяет пространственный размер Критиче­
ской области, которая является источником аномального роста эффективной нелиней­

ной проводимости Хе. При фиксированном значении L, когда h - he , эффективная 
нелинейная проводимость Хе превышает характерную нелинейную проводимостъ ком­

понент Хо: 

Хе '" xoln(Lo/L), 

где Lo - период решетки. В критической области h < he возникает большой параметр 

усиления эффективной нелинейной проводимости, Lo/ L ~ 1. Так, в двумерном случае 
при 'у < 1/4. согласно (26) и (27), эффективная нелинейная проводимостъ конечна. но 
ее величина npeвышает нелинейную проводимостъ компонент: 

(L /L) 2(ФУ-l) 
Хе '" Хо о . 

Аналогичное свойство имеет место и в трехмерном случае при 'у < 3/8 (см. (38) и (39»; 
в случае конических особенностей 

( ) 8'У-З Хе '" Хо Lo/L . 

Выше уже подчеркивалось, что физический механизм эффективного усиления нели­

нейности связан с фокусировкой линий тока и поля' микросужениями (<<микромости­
ками.) в неоднородной среде. Таким образом, эффективная нелинейная проводимость 
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в критической области (вблизи перехода металл - диэлектрик) определяется не толь­

ко значениями нелинейных проводимостей компонент среды, но она существенным 

образом зависит также от распределения полей в среде. Указанное свойство необходи­

мо принимать во внимание при проектировании искусственных нелинейных сред. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь­

ных исследований (грант N297-02-16923a) и в рамках Программы «Университеты Рос­
сии - фундаментальные исследования~ (проект N2 2480). 

ПРИЛОЖЕНИЕ А 

Электрическое поле вБJIИЗИ конических особенностей 

Найдем электрическое поле вблизи вершины касания двух конусов. Решение урав­

нений (2) будем искать в виде 

j = -u'Vr.p, (40) 

где потенциал удобно записать как 

( L )Ф"У 
r.p = ELo то- 1({), 

а функция 1({) определяется из уравнения 

si~{). :{) sin{) ~! + л(л + 1)1 = О. (41) 

Решение (41) при {) < {)о следует взять в виде 

11 = aP),(cos{), (42) 

где Р),(х) - функция Лежандра, а Д1IЯ углов {)о < {) < 1г /2 в виде 

[ 1 sin(Jr л) ] 12 = Ь 2 (1- СОS(1Гл»Р),(соs{) + -Jr-Q),(cos{) , (43) 

где Q), (х) - функция Лежандра второго рода. 

Функции ft и 12 на поверхности конуса подчиняются граничным условиям 
Л{)О)1 = Л{)О)2, Г({)О)l = hГ({)О)2, (44) 

где l' = д 1 / д{). Orметим, что решение в области углов ({) > 1г /2) получается из (42) 
и (43) путем продолжения нечетным образом по углу (в силу граничных условий по 
внешнему полю). Подставляя (42) и (43) в граничные условия (44), нетрудно получить, 
что общее решение имеет место, если выполнено соотношение 

[ 1 sin(Jr л) ] 
hP>.(x) 2 (1- СОS(1ГЛ»Р>.+l(Х) + -Jr-Q>.+l(Х) - хР>.(х) = 

= Р>.(х) [P>.+l(X) - хР),(х)] , (45) 

где 

1 siп(1ГЛ) 
Х = cos{)o, Р),(х) = 2 (1- СОS(1ГЛ»Р>.(х) + -Jr-Q),(X). 

Уравнение (45) позволяет определить зависимость параметра л от h и {)о. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ В 

Распределение температуры в неоднородной решетке 

Приведем решение уравнения (6) с граничными условиями (7) в случае, когда коэф­
фициенты теплопроводности и теплообмена принимают различные значения в смежных 

секторах: #\;1, а1 и #\;2, а2. Будем считать, что а1/#\;1 = а2/#\;2 (это соотношение имеет 
место для металлов). Как и в основном тексте статьи, введем длину L = J #\;1/ а1. Урав­
нение для БТ будет аналогично (17), но параметр а в правой части (17) теперь зависит от 
угловой переменной '19. Чтобы решить (17) с граничным условием (7), в данном случае 
БТ удобно представить как 

БТ = БТа + БТь. 

Здесь БТа - распределение температуры, возникающее вследствие вьщеления джоулева 

тепла внутри секторов, БТь возникает за счет появления источников тепла на границах 
сред с различным коэффициентом теплопроводности. Функция Грина уравнения (17) 
в однородном пространстве известна (см. (18», поэтому 

Бт. = Lci'Y J К (Ir -r'l) АЕ2 (r')-Ф'У т' dr' d'l9' 
а 2'11' О L a('I9')U ' 

(46) 

(47) 

где Р(Т)- плотность источников тепла на границах '191 = '11'/4, '192 = 3'11'/4, '193 = 5'11'/4 и 
'194 = 7'11'/4. При записи (47) учтена симметрия отражения относительно осей х и у для 
функции БТ. Используя свойства функций Бесселя, из уравнения (47) можно получить 
следующее значение производной дБТь /д'l9, например, для границы '19 = '11'/4: 

дБТь(r, '11'/4 + Б) _ 1. () 2· 1: 
B'19 - 2 р r r SIgПu, (48) 

rдe Б --+ О. как и следовало ожидать, функция БТь имеет скачок нормальной производ­
ной на границах, в то время' как БТа , БТь , дБТа/ B'19 непрерывны. ПЛотность источников 
Р(Т) определяется из граничных условий (7). Если записать эти условия относительно 
БТа , БТь и использовать (48), то получим 

( ) _2а1-а2 1 дБТа(r,'II'/4) 
рТ - - . 

а1 + а2 т2 B'19 
(49) 

Подставляя в (49) выражение (47), приходим к выражению для плотности источников 

Таким образом, формулы (46), (47) вместе с (50) представляют собой точное решение 
уравнения (17) с граничными условиями (7). Выражение (46) можно упростить, если 
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воспользоваться теоремой сложения для функций Бесселя и проинтегрировать в (46) 
по угловой переменной: 

оТ = _1 АЕ2 L6' (~ +~) [ко (~) /r t dt 10 (~) + 10 (~) /00 t dt ко (~)] + 
а 2L2 аl а2 L t4, L L t4, L 

о r 

+ ~ АЕ2 L6' (~-~) f sin(2n(1I'/4 -19» + sin(2n(1I'/4+ 19» х 
1I'L аl а2 n-I n 

х [к,. (IJ 1 tt~ 1,. (у) +1,. Ш i tt~ К,. ш] . (51) 

Рассмотрим асимптотики решения. На малых расстояниях r ~ L в (51) (и в ана­
логичных разложениях (47) и (50» основной вклад при интегрировании дает область 

малых т. Поэтому при вычислении интеграЛов, содержаших функции Бесселя, можно 
использовать приближенные соотношения 

1n(x) '" (1/n!) xn , Kn(x) '" «n - 1) !/2) (2/x)n, Ко(х) '" -lnх. 

Проводя интегрирование, а затем суммирование в (51) (и в соответствующих представ-. 
лениях (47) и (50», получим 

oT(k)(r,19) = АЕб (~+~) r2(1;- 2')') (Lo)4' _ 
2 аl а2 21 L 

- (i-) 2-4, (~o) 4, С2 _A~~2ak + Ck cos«2 - 4')')(19k -19») , (52) 

где k = 1 соответствует области -11'/4 < 19 < 11'/4, а k = 2 - области 11'/4 < 19 < 311'/4; . 
191 = 0,192 = 11'/2; 

Решения в других секторах нетрудно получить, используя симметрию задачи. На рас­

стояниях r » L слагаем~ -/),,оТ в уравнении (17) пренебрежимо мало, поэтому 

АЕ2 (Lo)4i 
оТ(т, t?-) = а(19) -;: . (53) 

Отметим, что, строго говоря, нельзя использовать (53) на расстояниях порядка L вбли­
зи границ. В этой области вследствие теплопроводности температура плавно меняет­

ся от значения (АЕ2 L2/к,I) (Lo/r)4, до значения (АЕ2 L2/к,2) (Lo/r)4i. Однако анализ 
асимптотик (52) и (53) показывает, что различия в значениях а и к, в смежных секто­
рах не меняют зависимости оТ от координаты т. Как видно из проведенного анализа, 

асимптотики оТ СуШественным образом определяются только характером расходимо­

сти поля и соотношением между теплоотводом и теплопроводностью. Приведенные 

аргументыI позволяют оправдать использование одинаковых значений а и к, для каче­

ственного анализа расходимостей в тексте статьи. 
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