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Сформулированы уравнения пространственно-временной нелокальной электроди

намики, описывающие нелинейные вихревые состояния джозефсоновского перехода в 

пленке, толщина которой MHoro меньше лондоновской дЛИНы. Изучен спектр и затухание 
обобщенных волн Свнхарта, распространяющихся в таком переходе. В области сверхсве

товых фазовых скоростей воЛны найден радиационный декремент затухания, связанный с 

возможностью высвечивания электромагнитных волн. Рассмотрена диаграмма направлен

ности высвечивания электромаrнитныx волн. Изучено излучение нелинейных состояний, 

размеры которых превышают расстояние, проходимое светом в вакууме за характерное 

время изменения разности фаз. Показано, что плотность потока излучения, высвечива

eMoro такими состояниями, сосредоточена в плоскости ортогональной оси туннельного 
перехода и слабо зависит от угла наблюдения в этой Плоскостн. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Излучательные CBO~CTBa джозефсоновских переходов в течение многих лет привле

кают внимание специалистов (см., например, [1-3]). Большое число теоретических и 
экспериментальных работ (см. обзор литературы в книге [3, § 11.4]) было посвящено 
изучению микроволнового излучения джозефсоновскими переходами, имеющими раз

меры, много меньшие длины волны самого излучения. Другое направление исследо

ваний нацелено на изучение свойств протяженных джозефсоновских переходов, вдоль 

которых MOryr распространяться как линейные волны Свихарта, так и солитоны. В 

протяженных переходах открываетс:я возможность изучения таких явлений как взаи

модействие волны Свихарта и поверхностной эле~омагнитной волны [4], излучения 
электромагнитных волн движущимися вихрями [5-9]. 

Еще одной особенностью протяженных переходов является возможность высвечи
вания волн Свихарта и нелинейных вихревых состояний. В работе [10] на основе после
довательного рассмотрения электромагнитных полей в сверхпроводящих электродах и 

вакууме дано количественное описание явления высвечивания из волноводноro сэндви

ча. Согласно [10] высвечивание электромагнитных волн приводит к дополнительному 
затуханию волн Свихарта, фазовые скорости которых больше скорости света. Наибо

лее ярко эффект высвечивания проявляется в том случае, когда толщина электродов 

сэндвича меньше лондоновской длины и электромагнитное поле из джозефсоновскоro 

перехода легко проникает в вакуум . 
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Можно ожидать, чТо эффект высвечивания электромагнитных волн будет про
являться еще проще в случае джозефсоновского перехода в тонкой пленке, толщина 

которой D много меньше лондоновской длины Л. Другой особенностью джозефсонов
ской электродинамики тонких пленок является большая глубина проникновения поля 

в пленку Ле = Л 2/ D » Л [11], что делает актуальным использование нелокальной связи 
магнитного поля с разностью фаз волновых функций по разные стороны туннельного 
перехода [12]. 

Имея ввиду эти особенности, во втором разделе мы приводим вывод уравнения 

для разности фаз,учитывающего как эффект пространственно-нелокальной связи, так 

и возможность высвечивания электромагнитного поля. Получено новое нелокальное 

в пространстве и во времени интегродифференциальное уравнение для разности фаз, 

которое в пренебрежении временной дисперсией переходит в известное [12-14]. При ис
пользовании такого нелокальноro УРавнения для разности фаз в третьем разделе найден 

закон дисперсии обобщенных волн Свихарта. Показано, что в области фазовых скоро

стей меньших скорости света закон дисперсии отличается от установленного ранее [14] 
тогда, когда существенно взаимодействие поверхностной электромагнитной волны и 

волны Свихарта. Различие оказывается еще более-существенным в пределе сверхсвето

вых фазовых скоростей, когда не только перенормируется действительная часть частоты 

волн Свихарта, но и появляется дополнительное затухание, обусловленное высвечива

нием волн. Найден радиационный декремент затухания и показано, что в туннельном 

переходе с небольшой проводимостью он может превосходить декремент затухания, свя

занный с омическими потерями. В четвертом разделе установлена диаграмма направ

ленности излучения, высвечиваемого волной Свихарта. Если v = w/ckz - отношение 
фазовой скорости волны к скорости света близко к единице, О < v2 -1 «1, то излуче
ние волн происходит вдоль туннельного перехода. Если же v » 1, то поток излучения S , 
в основном сконцентрирован в плоскости ортогональной оси перехода. Найдена явная 

зависимость плотности потока от угла наблюдения в этой же плоскости. ПЯтый раздел 

посвящен рассмотрению высвечивания крупномасштабных нелинейных ра~пределений 

разности фаз, имеющих характерные размеры много большие расстояний, проходимых 

светом в вакууме за характерное время изменения разности фаз. В первом прибли

жении такие распределения описываются теми же функциями, что и нелинейные ко

лебания математического маятника. Показано, что поток излучения, высвечиваемый 

крупномасштабными нелинейными структурами, в основном сосредоточен в плоско

сти ортогональной оси туннельного перехода и постоянен в широком диапазоне углов 

наблюдения в этой плоскости. 'Спектральный состав излучения зависит от того, каким 
решением уравнения математического маятника описывается нелинейное состояние. В 

случае решения, отвечаюшего колебаниям ,конечной амплитуды, спектр излучения со

держит нечетные гармоники основной частоты, а для решения, соответствующего вра

щающемуся маятнику, в спектре излучения представлены четные гармоники. Если не

линейное состояние описывается решением вида 21Г-КИНК, то излучается непрерывный 

спектр частот, меньших или порядка джозефсоновской. 

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Рассмотрим джозефсоновский переход в тонкой сверхпроводящей плен~е, распо

ложенной симметрично относительно плоскости у = О. Толщину пленки D вдоль оси 
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у будем считать много меньшей лондоновской глубины Л. Примем, что туннелирова
ние куперовских пар происходит через несверхпроводЯщий слой толщиной 2d, распо
ложенный симметрично относительно оси х = у = О. для выяснения электродинамики 
такого перехода воспользуемся уравнениями для векторного A(r, t) и скалярного V(r, t) 
потенциалов в виде 

divA(r,t) = О, (2.1) 

1 а2 1 а 47Г 
~A(r, t) - с2 at2A(r, t) - с atgradV(r, t) = -~8(у)Dj(ГII' t), (2.2) 

~ V(r, t) = О, (2.3) 

где с - скорость света, 8(у) - дельта-функция, j(rll' t) - плотность тока в пленке, 
rll = (х, О, z), 

(2.4) 

Фо = 7Г1ic/lеl- квант магнитного потока, Ii - постоянная Планка, е - заряд электрона, 

(2.5) 

.,.,(х) = 1 (х > О) и .,.,(х) = О (х < О) - ФУНКЦЮI Хэвисайда, Фl(ГII,t) и Ф2(ГIl,t) - фа
зы волновых функций куперовских пар по разные стороны от туннельного перехода. 

При ,написании выражения (2.4) опущен ток смещения, который мал по сравнению со 
сверхпроводящим током в пленке. Кроме того, выражение (2.5) не учитывает конеч
ности толщины туннельного перехода, а выражение для плотности сверхпроводящего 

тока в пленке (см. (2.2), (2.4» представлено в виде дельта-функции 8(у). Таким обра

зом, уравнения (2.2), (2.4) и (2.5) пригодны для описания электромагнитных структур, 
имеющих пространственные масштабы, большие как ширины туннельного перехода 2d, 
так и толщины пленки D. 

Вследствие калибровочной инвариантности теории скалярный потенциал 

V(y = О, rll, t) в сверхпроводящей пленке связан с фазой волновой функции соотно
шением (см., например, [15]) 

Фо а 
V(y = O,rll, t) = -2 -а Ф(ГII, t). 

7Гс t 
(2.6) 

Уравнения (2.1 )-(2.6) позволяют связать электромагнитные потенциалы с разностью фаз 
на переходе 

rp(z, t) = Фl(О, z, t) - Ф2(0, z, t). (2.7) 

Из симметрии задачи и уравнений (2.1) - (2.4) видно, что потенциалы Аж(г, t), 
Az(r, t) и V(r, t) - четные, а Ay(r, t) - нечетная функция аргумента у. Поэтому доста

точно найти решение уравнений (2.1)-(2.4) при у ~ О и воспользоваться граничными 
условиями 

а 1 [Фо а ] ау A11 (у, rll, t)ly=+o = 2Ле 27Г arll Ф(ГIl' t) + AII (у = О, rll' t) , (2.8) 
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(2.9) 

где вектор А" имеет только компоненты Ах и A z . Соотношение (2.8) следуют из урав
нения (2.2), если учесть непрерывность потенциалов A,,(r, t)и V(r, t) при у = о и не
четность производных дА,,/ду. Условие (2.9) следует из непрерывности инечетности 
функции Ау и означает отсутствие компоненты тока jy (2.4) нормальной поверхности 
пленки. Решение уравнений (2.1)-(2.4) в области у ? О, удовлетворяющее граничным 

условиям (2.8), (2.9), представим в виде (см. Приложение А): 

00 00 00 

{ A(r, t)} = ~ J dU.J J dk J dt' J dz' cp(z' t') х 
V(r, t) (271")4' , . 

-00 -ею-оо 

х ехр [iw(t' - t) + ikr" - ikzz'] ~ {~ } . 

в (2.10) использованы обозначения для функций: 

k2 G + 2л k2 

gx = k exp(-ky) - 1 + 2.л:фх ехр(-фу), 

gy = ikx [exp(-ky) - ехр(-фу)], 

kxkz [( 2ле k ] 
gz = -k- ехр -ky) - 1 + 2леф ехр(-фу) , 

w kx ' 
gv = С k exp(-ky), 

и величин G и ф: 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16)' 

Дополненное обозначениями (2.11)-(2.16) соотношение (2.10) устанавливает нелокаль
ную во времени и пространстве связь электромагнитных потенциалов с разностью фаз 

волновых функций cp(z, t). Подынтегральное выражение в (2.10) имеет особенность при 
G = О, когда 

(2.17) 

Формула (2.17) описывает закон дисперсии поверхностной электромагнитной волны, 
у которой компоненты BeIcropHoro потенциала Ах и A z - четные, а Ау - нечетная 

функция переменной у. Правильный обход особенности G = О достигается при учете 

потери энергии поверхностной электромагнитной волны в сверхпроводящей пленке. 
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Изложенное выше решение уравнений (2.1)-(2.6) с граничными условиями (2.8), 
(2.9) позволило нам связать векторный и скалярный потенциалы в вакууме и сверхпро
водящей пленке со скачком фазы между сверхпроводниками, разделенными контактом, 

физические свойства которого пока никак не учитывались. Решение (2.10)-(2.17) по
лучено из уравнений (2.1)-(2.4), (2.6), пригодных вне контакта, а он, в свою очередь, 
определяет вид решения только из-за наличия скачка фазы при переходе '{ерез контакт 

(см. (2.5), (2.7». 
Решенная выше задача необходима для получения уравнения для разности фаз <р 

на разделяющем пленку переходном слое, которому отвечает скачок фазы волновых 

функций сверхпроводника. для получения такого уравнения можно учесть подход ра

бот [12,13J, согласно которому формулы (2.10)-(2.17) используются для вычисления 
х-компоненты плотности сверхтока на контакте (ср. (2.4»:' 

jx(x = O,z,t) =,-- 4:)..2 [t; :х ф(rll,t)lх=О + Ах(х =О,у = o,z,t)] 

через разность фаз на контакте. При этом согласно (2.6) и (2.10) имеем 

00 00 00 

jx(x=O,z,t)= 4:)..2 (:)4 J dJJJ J dk J dt' J dz'<p(z',t') х 
-00 -00-00 

[. _( , . ( ')] 1 G+2)..ek; 
х ехр zkz z - z ) - z""' t - t G 1 + 2)..е'Ф . 

с другой стороны, согласно [12, 13], сверхток через джозефсоновский контакт равен 
сумме [1-3] джозефсоновского 'тока 

(2.18) 

тока проводимости 

, !iu д 

аВх(х = О, у = О, z, t) = 41eld at <p(z, t) (2.19) 

и тока смещения 

(2.20) 

где jc - критическая плотность тока Джозефсона, а и t: - соответственно проводимость 

и диэлектрическая проницаемость туннельного перехода. 

Итак, сумма токов (2.18)-(2.20) должна равняться х-компоненте тока (2.4) при 
х = О, что дает. 

. /3 д 1 д2 - jx(x = О, z, t) 
sш<р(z,t) + ""'] at<p(z,t) + wJ at2<p(z,t) = jc (2.21) 

где /3= 41Гu/t:, ""'j = 41Г(dсjс/t:фо)2 - джозефсоновскаячастота. Используя явное вы
ражение для jx(x = о, z, t), приходим к интегродифференциальному уравнению для 
разности фаз: 
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. f3 д' . 1 д2 

SlПrp(z, t) + "",2 at rp(z, t} + ""'~ at2 rp(z, t} = 
J J 

00 00 

= -41Ле J dz' J dt' rp(z', t')Q(z - z', t - t'), (2.22) 

-00 -00 

где 1 = лз/л, Лj = (сфо/Лjс}'/2/41Г - джозефсоновекая длина, а ядро Q(z,t) 
пространственно-временной нелокальной связи имеет вид 

00 00 

Q(z, t} = J ~ J ~~z exp(ikz~ - i"",t}Q(kz , "",}, (2.23) 

-00 -00 

(2.24) 

Конечно, можно пойти по другому пути (см., например, [1]), когда записывается 
уравнение Максвелла в контакте 

41Г. € дЕ 
rotH= -J+ --

с с at' 

где для левой части этого уравнения используется магнитное поле, определяемое потен

циалами (2.10). Можно убедиться, ЧТОlВозникающее при этом уравнение для разности 
фаз оказывается таким же, как и при использованном нами выше подходе работ [12,13], 
основанном на условии непрерывности тока. 

Используя функцию 'ф (2.16), мнимую часть Фурье-КОМПО\lенты ядра Q"(kz ,,,,,,} 

можно представить в виде 

(2.25) 

где 

(2.26) 

Выражение для действительной части фурье-компоненты ядра Q'(kz ,""'} более громозд

кое (см. Приложение В), но оно имеет сравнительно простые асимптотики в представ

ляющих интерес предельных случаях. В частности, при 1""'1 « clkz l и а « 1 из (В.l) и 
(В.6) имеем 

(2.27) 

где функция Q(x} имеет вид [14] 

2 JX2=1. 
Q(x} = ;:т-;-аrсtg 1 . 

ух2 - 1 + х 
(2.28) 
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в пределе низких частот, когда можно пренебречь вторым слагаемым в формуле (2.27), 
фурье-компонента ядра Q(kz,l.J.J) (2.24), (2.27) переходит в известный результат рабо
ты [14J. В общем случае Q(kz , I.J.J), в отличие от [14], зависит от частоты. Частотная дис
персия возникла вследствие последовательного описания электромагнитных потенциа

лов в вакууме и позволяет, в частности, исследовать влияние вакуумного поля на дис

персионные свойства джозефсоновского перехода. Особенно ярко частотная дисперсия 

проявляется в пределе, когда II.J.JI » clkzl. в этом пределе, но при а« 1 из (В.l) и (В.7) 
находим 

k2 С 1.J.J2 С 
Q'(kz,l.J.J) = : ln Леll.J.Jl - 7rC21n dll.J.Jl. (2.29) 

Отметим, что при II.J.JI '" clkz I ,выражения (2.27), (2.29) хорошо сшиваются. Это означает, 
что при а « 1 формул (2.27), (2.29) достаточно для описания всего диапазона изменения 
параметра II.J.J/ckzl. 

в заключение ~TOГO раздела подчеркнем, что в соответствии с выражением (2.19) 
уравнение (2.22) учитывает омические потери тока, текущего через джозефсоновский 
переход. Это отвечает нелокальной модели работ [16, 17], получившей развитие в рабо
те [18J. При этом не учитываются омические потери в сверхпроводниках, обусловлен
ные наличием нормальных электронов, учет которых в работе [19] позволил расширить 
нелокальное описание диссипации в джозефсоновских переходах с большим значением 

критической плотности тока. Пренебрежение в нашем рассмотрении вкладом нормаль

ных электронов в сверхпроводниках возможно, во-первых, при достаточно низких тем

пературах, когда доля нормальных электронов мала, а во-вторых, тогда, KOiДa рассма

триваемые состояния оказываются достаточно длинноволновыми, что в оБСуЖДаемых 

ниже задачах высвечивания волн из джозефсоновского перехода выполняется. 

з. ВОЛНЫСВИХАРТА 

Воспользуемся нелокальным во времени и пространстве уравнением (2.22)-(2.24) 
для изучения бегущих вдоль перехода линейных волн вида 

'P(z, t) = ~'Po exp(ikzZ - il.J.Jt) + С.С., kz > О, (3.1) 

где ''Ро' « 1. Тогда, заменяя sin'P на аргумент 'Р, получим дисперсионное уравнение,' 
описывающее связь частоты I.J.J и компоненты волнового вектора k z : 

1.J.J2 + ifЗl.J.J -I.J.J] = \~c2 [Q'(kz,l.J.J) + iQ"(kz,I.J.J)] . (3.2) 

Рассмотрим следствия уравнения (3.2) в наиболее интересном случае, когда 

(3.3) 

При типичных значениях лондоновской длины, Л'" 10-5 см, И толщины сверхпрово
дящей пленки, D '" 3 . 10-7 см, неравенство (3.3) выполнено, если II.J.JI « 5 . 10'3 с-'. 
Помимо этого условия, как обычно, считается выполненным неравенство 

II.J.JI «д/л 
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(f1- ширина сверхпроводящей щели), которое при f1 '" 100 К дает 1""1 « 1.4 ·1013 c-1. 

Обсудим сначала следствия уравнения (3.2) в пределе фазовых скоростей волн мно
го меньших скорости света, 

(3.5) 

в этом пределе Q"(kz ,,,,,) = О (2.25), а действительная часть фурье-компоненты ядра 
Q'(kz ,"") описывается выражениями (2.27), (2.28). Подставляя (2.27) в уравнение (3.2) 
и считая "" == ",,' - i, ~ ",,', что оправдано при малых значениях /З, получим связь между 
действительной частью частоты ",,' и компонентой волнового вектора kz : 

(3.6) 

где функция A(kz ) логарифмически слабо зависит от kz : 

A(kz ) == 1 + i ~ lп (_1_) . 
1г eD dkz 

(3.7) 

Закон дисперсии (3.Ъ) отличается от известного [14,20] наличием в знаменателе функ
ции A(kz ), возникновение которой можно интерпретировать как следствие влияния по

верхностной электромагнитной волны (2.17) на волну Свихарта. Для типичных джо
зефсоновских переходов в тонкой пленке величины 2d и D одного порядка, а е '" 2, 
что дает 4d/1ГеD '" 0.3. С другой стороны, характерные масштабы изменения разности 
фаз вдоль оси у порядка Ле , т. е. lп(1 / dkz ) ...., lП(Ле / d) ...., 7. В итоге получаем А ...., 3. 
Поверхностная электромагнитная волна влияет и на затухание волны Свихарта, обу

словленное омическими потерями энергии в туннельном переходе. Используя закон 

дисперсии. (3.6), для соответствующего декремента затухания, из (3.2) находим 

, ;= /З /2A(kz ) < /З /2. (3.8) 

Перейдем к анализу уравнения (3.2) в противоположном (3.5) пределе, когда фа
зовая скорость волны Свихарта превышает скорость света: 

(3.9) 

Тогда, принимая во внимание соотношения (2.25), (2.29) и 'Считая ",,' » " для опреде
ления связи между ",,' и k z получаем уравнение' 

{ '2} '2 2 4d 2 2 С"" С "" = "", + - -с k lп -- - -ln - . 
J 1г eD z Ле "'" с2 dw' 

(3.10) 

Поскольку в области релятивистских фазовых скоростей частота ",,' близка к джозеФ
соновскойчастоте, то из (3.10) с логарифмической точностью находим 

(3.11) 

Отметим, что при ",,' ...., ckz в силу условия (3.3) закон дисперсии (3.11) переходит в 
закон (3.6), реализующийся при малых фазовых скоростях волн Свихарта. 
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для вычисления малого декремента затухания воспользуемся выражением (2.25), 
которое в условиях неравенства (3.3) и при 

(3.12) 

имеет nид 

Q"(k ) - 1 (k2 ,-,;2). z,"-I -"2 z - 7J stgn"-l. (3.13) 

Тогда, для "1 <t:: "-1' из (3.2) получаем 

[(3 d '2 22]/ ("-1') "1 = - + --("-1 - С k) А - , 
2 eD"-If z с 

(3.14) 

где частота "-1' описывается выражением (3.11). 
Если вместо условия (3.12) выполнено противоположное условие, 

а2"-12 » "-12 - c2k; ~ О, (3.15) 

то мнимая часть Q" (kz , "-1) (2.25) в два раза меньше, чем дает формула (3.13). Это озна
чает, что при фазовых скоростях волн, близких к скорости света, не содержащее (3 сла
гаемое в (3.14) следует уменьшить в-два раза. 

Согласно (3.14) в случае фазовых скоростей волн Свихарта, БОльших скорости света 
декремент затухания содержит два аддитивных вклада. Первый пропорциональный (3 
вклад в "1 существует и при "-1' < ckz и обусловлен омическими потерями энергии в 
туннельном переходе. Второй содержащий множитель "-1'2 - c2k; вклад в "1 существует 
лишь при больших фазовых скоростях и описывает затухание волн Свихарта, обуслов
ленное потерями энергии на излучение электромАгнитных волн в вакуум. В области 
больших дЛИН волн, когда kz <t:: "-Ij/C, второй вклад будет основным, если проводимость 
туннельного перехода достаточно мала, 

d 
(J' < 21ГD "-Ij , (3.16) 

что эквивалентно неравенству(3 < (2d/eD)"-Ij. Если принять 2d '" D, е '" 10, то не
обходимо выполнить условие (3 < 0.1"-1j. Огметим, что выражение (3.14) получено в 
пределе "1 <t:: "-1'. Сравнивая соотношения (3.11) и (3.14), при "-1' »ckz и (3 <t:: ш'd/еD 
получим, что "1 <t:: "-1', если 

d« eDA("-I'/С):::= eDA("-Ij/С). (3.17) 

Следовательно, установленные выше особенности спектра волн Свихарта имеют место 

в пленках, толщина которых лежит в интервале л » D » d/eA("-Ij/с). 

4. ВЫСВЕЧИВАНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ВОЛН 

Рассмотрим особенности излучения протяженного джозефсоновского перехода, ко

гда вдоль него распространяется линейная волна разности фаз вида (3.1). Фазовую ско
рость волны будем считать большей скорости света, "-I/kz > с. Согласно соотношени
ям (2.10Н2.16) nысвечиnаются лишь те фурье-компонентыI потенциалов, для которых 

(4.1) 
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и функция 'ф (2.16) чисто мнимая. При этом вкладом скалярного потенциала (2.14) 
можно пренебречь, так как он не приводит к потерям энергии на излучение и пре

небрежимо мал вдали от rтенки. Тогда, используя соотношения (2.10)-(2.16), найдем 
компоненты векторного потенциала в вакууме: 

t< 

Аж(r, t) = - iO;o J dkж соs(хkж ) {[Z2 + k;(1 - а2 - Zl)] cosa

о 

t< 

Ay(r, t) = - io;o J dkжkж sin(xk",) {a~ cos а + J ",2 - k~ sina } z;l, (4.3) 

о 

Az<r, t) = - Ф:~о леkz ] dkжkж sin(xkx ) {2ле [Z2 + ~: (1 - а2)] sina-
о 

(4.4) 

где использованы обозначения ",2 == u;2 / с2 - k;, 
(4.5) 

(4.6) 

Соотношения (4.2)-(4.4) позволяют найти вклад в компоненты электромагнитных полей 
Е и Н, обусловленный излучением волн в вакуум: 

1 дА 
Е = -- - н = rotA. 

с at' 
(4.7) 

в формуле для Е (4.7), как и при выводе выражений (4.2)-{4.4), опущено слагаемое 
-gradV - вклад от скалярного потенциала. Используя описывающие излучение части 

полей. Е и Н, можно найти усредненную по, периоду поля rтOТHocть потока электро-
магнитного излучения 

2", /"' 

S= - dt- rotA- . u; J 1 [ дА] 
21Г 41Г at 

о 

(4.8) 

Подставляя выражения (4.2)-{4.4) в (4.8) и вычисляя интегралы по переменной kx по
добно тому, как это изложено в Приложении .С, находим 

(4.9) 

Ву = BoRsin~, (4.10) 
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(4.11) 

где { == arctg(y/x) изменяется в пределах от О до 27r. В (4.9) Во характеризует порядок 
величины потока на расстоянии r 1. = J х2 + у2 от джозефсоновского перехода 

(4.12) 

а функция R зависит от угла { и v == (;.)/ckz - отношения фазовой скорости волны 
Свихарта к скорости света, 

(4.13) 

Из (4.9)-(4.11) получаем для отношения компоненты плотности потока вдоль джозеф
СОновского перехода Bz к величине плотности потока в плоскости, нормвльной оси 

туннельного перехода В 1. == J B~ + B~ = BoR: 

(4.14) 

Согласно (4.14) Bz » В1. при 1 » v2 - 1 > О, и высвечивание электромагнитной 
энергии происходит вдоль направления распространения волны Свихарта. Напротив, 

при v » 1, когда фазовая скорость волны сильно превышает скорость света, В1. » Sz, 
и излучение в основном сконцентрировано в плоскости, ортогональной оси туннельного 

перехода. Из формул (4.9)-(4.11) имеем следующие выражения для полной плотности 
потока излучения под углом { К плоскости пленки: 

в = . / В2 + В2 = В R v . V z 1. О VfV2=1 (4.15) 

Принимая во внимание малость параметра а, из (4.13) и (4.15) имеем 

(4.16) 

Orсюда видно, что при J 2: I sin{1 > av/vfV2=1 плотность потока энергии В практи
чески не зависит от угла {. Если же I sin{1 « av/vfV2=1, то 

в VfV2=1( 2 1 2)sin2 { -'" v-+a--
Во - v a2v2 

(4.17) 

изменяется как функция sin2 {. 
Эти закономерности иллюстрирует рис. 1, где приведена зависимость функции 

В/Во от угла {. При построении кривых принято а = 2Ле l(;.)l/с = 0.1. Приведены гра
фики В/Во для шести значений параметра v2. На рис. 1 видно, как по мере увеличения 
фазовой скорости расширяется областьуглов, в которой постоянна плотность потока 
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S/So S/So 1 
1.0 1 1.0 

2 
0.8 3 

I( 
4 0.6 

5 
4 

0.4 

6 0.2 5 

25' 50' 75' 100' 125' 150' 175' 20 40 60 80 100 
~ oickz 

Рис. 1 Рис. 2 

Рис. 1. Плотность потока излучения в полупространстве над пленкой как функция угла на

блюдения ~. Кривые 1-6 соответствуют следующим значениям параметра (W/Ck.)2: 1 - 100, 
2 - 40, 3 - 2, 4 - 1.5, 5 - 1.1, 6 - 1.01 

Рис. 2. Зависимость фYI;lкции S / So от w / ck. для углов наблюдения: 1 - 900, 2 - 450, 
3-100,4- 50,5_ 20 

излучения. Зависимость S / So от отношения (;.) / kz i< скорости света иллюстрирует рис. 2. 
Кривые на рисунке соответствуют пяти разным углам наблюдения ~. Согласно рис. 2, 
чем меньше I sin~l, тем меньше плотность потока излучения. По мере приближения 
(;.) / ck z к единице плотность потока S / So монотонно стремится к нулю. 

Соотношения (4.9)-(4.11) также позволяют получить декремент затухания бегуших 
вдоль джозефсоновского перехода волн, обусловленный потерями энергии на излуче

ние. Действительно, потери энергии на единицу длины туннельного перехода даются 

интегралом 

(4.18) 

где n - единичный вектор нормали к цилиндрической поверхности радиуса r.l = 
= /х2 +у2, а мнимая часть Q"(kz ,(;.) описывается выражением (2.25). 

С другой стороны, потери энергии на излучение можно представить в виде 2'Ут W, 
где 'Ут - радиационный декремент затухания, W - средняя за период энергия на еди

ницу длины джозефсоновского перехода. для вычисления W для волн с фазовой ско
ростью, большей скорости света, и при 

d с 
c:D 1n dJ..,;.«:1, 

J 

(4.19) 

когда можно пренебречь отличием частоты волны (;.) от джозефсоновской (;.)j, достаточно 
учесть энергию электрического поля внутри перехода и энергию джозефсоновского тока. 
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Тогда имеем . 

21< /'" [ 2 ] 
W = ~ 1 dt hjc D _1_ (!...tp) + ~ _ cos rp . ~ gD So 7ГТ.L • 

27Г 21еl ш; 8t . d UJ 
о· 

(4.20) 

Приравнивая 2l'rW к потерям энергии на излучение (4.18), получаем 

2d c2 QII 
"Ут = --D - (kz,UJ), 

g UJ 
(4.21) 

что находится в согласии с (3.13), (3.14). 

S. ВЫСВЕЧИВАНИЕ КРУПНОМАСШТАБНЫХ НFЛИНЕЙНЫХ СОСТОЯНИЙ 

в этом разделе остановимся на рассмотрении излучения волн в вакуум нелинейны

ми состояниями, когда амплитуда разности фаз волновых функций не мала по сравне

нию с единицей. Примем, что характерное время изменения разности фаз достаточно 

велико: 

. 1 8 1-1' 2,Л Т == 8t lnrp(z, t) » -;-. (5.1) 

Пространственный масштаб изменения разности фаз L будем считать много большим 
расстояния, проходимого электромагнитным полем в вакууме за характерное время из

менения разности фаз: 

L == 1 :z lnrp(z, t)1 »сТ. (5.2) 

Неравенства (5.1) и (5.2) совместны, если масштаб неоднородности L много больше 
удвоенной эффективной глубины проникновения поля в nленку,L » 2'ле. Состоя

ния с пространственными масштабами L, удовлетворяющими неравенству (5.2), будем 
называть крупномасштабными. Помимо условий (5.1), (5.2) примем, что 

d сТ 
gD ln d « 1. (5.3) 

Неравенство (5.3) позволяет не учитывать влияния поверхностной электромагнитной 
волны на нелинейное крупномасштабное состояние. В условиях, определяемых не

равенствами (5.1)-(5.3), при учете соотношений (2.24), (2.25) и (2.29) уравнение (2.22) 
можно представить в виде 

. (З8 182 
sшrp(z, t) + '2 -8 rp(z, t) + '2 -8 2tp(z, t) = 

UJj t UJj t 

2 82 100 ',. , [ ( с 1 ' 1)] 8 ( ') . =-;'ле18z2 dtstgn(t -t) C+ln Ле t -.t 8t,rpz,t-

-00 
(5.4) 

-00 
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где С = 0.577 - постоянная Эйлера. В отличие от уравнения (2.22) уравнение (5.4) не 
содержит пространственно-нелокальной связи. В том случае, когда характерное время 

изменения разности фаз определяется обратной джозефсоновской частотой, аргумент 

логарифма в правой части (5.4) можно приближенно заменить на с/ ЛеWj. При этом 
уравнение (5.4) принимает вид 

00 

= - -с ln -- --<p(z,t) + - - - -- -<p(z, t). 4 d 2 ( С ) 82 2 d 8 f dt' 8 , 
1г eD ЛеWj 8z2 1г eD 8t t' - t 8t' 

(5.5) 

-00 

Orметим, что в силу сделанных предположений (5.2), (5.3) в правых частях уравнений 
(5.4) и (5.5) стоят сравнительно малые слагаемые. Однако именно эти слагаемые опре
деляют как потери энергии на излучение, так и медленное пространственное изменение 

разности фаз. В частности, эти слагаемые определяют дисперсию и радиационное за

тухание волн Свихарта (см. раздел 3). Воспользуемся уравнением (5.4) (или (5.5» для 
рассмотрения высвечивания волн крупномасштабными распределениями разности фаз. 

При учете неравенств (5.2) и (5.3) в первом приближении влиян~ем малых слагаемых 
в правой части (5.4) будем пренебрегать. Примем также, что диссипация, обусловлен
ная омическими потерями, мала: fЗ « Wj. В этих условиях уравнение (5.4) сводится к 
уравнению математического маятника: 

w;sin<p(z,t) + ::2<P(Z,t) = О, (5.6) 

решения KOToporo хорошо известны (см., например, [3,21]): В кратком сообщении [21] 
рассмотрены потери энергии на излучение нелинейными состояниями, описываемыми 

решениями уравнения (5.6). Подчеркнем, что несмотря на то что производная разно
сти фаз по координате для таких состояний обращается в нуль, электромагнитное поле 

на поверхности сверхпроводящей пленки не равно нулю. Наличие TaKoro поля при
водит к возникновению потока излучения, уносящего энергию из перехода в вакуум 

(см. Приложение D). Остановимся более подробно на обсуждении особенностей высве
чивания волн крупномасштабными нелинейными состояниями. Поскольку в первом 

приближении Рlclспределение разности фаз таких состояний не зависиТ от координаты, 

фурье-компонента <p(kz,W) пропорциональна дельта-функции b(kz ). Тогда, .Используя 
выражения (2.10)-(2.16) и пренебрегая вкладом скалярного потенциала, после сохране
ния лишь высвечивающихся фурье-компонент потенциалов, находим:· 

00 00 

A.,(r, t) = - ::3 J dw J dt' exp[iw(t' -t)]<p(t') х 
-00 -00 

(5.7) 

00 00 

Ay(r; t) = ::3 J dw J dt' exp[iw(t' - Щ<р(t') х 
-00 -00 
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l"-'l/c 

х J dkжkжSiП(Хkж)еХР[-У'Ф(Ц),kЖ)]'Ф(Ц),kж;_аЦ)/с' 
о 

где <p(t) - решение уравнения (5.6), 

<Р(Ц), kx) = -iJw2/С2 - k~signw. 

в рассматриваемом приближении ААг, t) = О. 

(5.8) 

(5.9) 

Обсудим сначала высвечивание волн в случае нелинейного состояния, описыва

емого решениями уравнения (5.6), отвечающими колебаниям разности фаз конечной 
амплитуды, когда 

<Pv{t} = 2arcsin[ksn(Wjt, k)], (5.10) 

где k - модуль эллиптического синуса sn. Воспользуемся разложением производной 

функции <Pv в ряд Фурье: 

(5.11) 

где частота Qv и параметр q зависят от модуля k, 

7rWo Q _ J 

v - 2K(k)' 

q = ехр [ __ 7r К (~)] 
K(k) , 

(5.13) 

K(k) - полный эллиптический интеграл первого рода. Теперь, используя выражения 

для компонент векторного потенциала (5.7), (5.8) и разложение (5.11), наЙдем усред
ненную за период 27r/Qv (ер. (4.8» плотность потока излучения 

00 s ·2, 
_ . "'"' v,n Slll .. S - (е± cos~ + еу sшО L.." 2' 

n=О sin2 ~ + [2ле (2n + l)Q v/C] 

(5.14) 

где использовано обозначение 

(5.15) 

Согласно (5.11), (5.14) излучение происходит на нечетных гармониках основной 
частоты Qv (5.12), которая меньше джОзефсоновской. При k <t:: 1 частота Qv близка к 

"-'j, а потери энергии на излучение в основном определяются высвечиванием основной 
гармоники n = О. По мере увеличения k спектр излучения обогащается высшими гар
мониками, а интервал между гармониками уменьшается. При k близких к единице Qv 

логарифмически стремится к нулю: 

(5.16) 
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при этом излучается широкий спектр частот (2n + 1 )ПV , отстоящих близко друг от друга. 

Orметим, что в соответствии с условиями применимости теории (5.1), (5.2) излучаемые 
частоты должны лежать в интервале 

27гс/ L « (2n + 1}Qv « 1Гс/ Ле. (5.17) 

Выражение (5.14) позволяет указать I:lаправленность высвечивания гармоник. Согласно 
(5.14) поток излучения от крупномасштабных нелинейных состояний сконцентрирован 
в плоскости, ортогональной оси джозефсоновского перехода, и направлен вдоль ради

ус-вектора r.l. Поскольку в силу правого неравенства (5.17) параметр 2ле (2n + 1}Qv/C 
мал по сравнению с единицей, в широком интервале углов, когда 

.1 sin~1 > 2(2n + 1)леПv /С, (5.18) 

абсолютная величина плотности потока на частоте (2n + 1)Пv не зависит от угла на
блюдения и составляет Sv,n. Вне интервала (5.18), что имеет место для углов наблю
дения, «прижатых» К плоскости пленки, интенсивность излучения гармоник убывает с 

уменьшением 1 sin~1 пропорциона,льно sin2~. Интегрируя поток S (5.14) по поверхности 
цилиндра радиуса r.l, с учетом малости параметра 2(2n+ 1)леПv /С получим выражение 
(11) работы [21] для потока энергии с единицы длины туннельного перехода. 

Перейдем к рассмотрению высвечивания нелинейного состояния, описываемого 

решением уравнения (5.6), отвечающего вращающемуся маятнику, когда 

(5.19) 

где ат - амплитуда Якоби, 

(5.20) 

В этом случае усреДI;Iенная за период 21Г /Пт плотность потока излучения имеет вид 

• 00 ST n sin2 ~ 
S = (е cos' + е sm ')" ---;..----''---.::...-:--:-

х ." у ." L..J . 2, + (4 \ г\ / )2' 
n=1 sln ." nl\е~~т с 

(5.21) 

ф2пЗ 2nq2n S = _О_т _ __ ..::..,,~ 
т,n 1Г4с2r.l (1 + q2n)2· 

(5.22) 

Выражения (5.21), (5.22) описывают п,?ток излучения на четных частотах 2nПт • При k 
близких к единице частота Пт (5.20) много меньше джозефсоновской, а спектр излу
чения содержит много четных гармоник основной частоты. С уменьшением k часто
та Пт возрастает. Если k « 1, то ПТ :::::: I.J)j/k » I.J)j. При этом интенсивность излу
ченияна высших гармониках сильно подавлена, так как q « 1. Диаграмма направ
ленности излучения четных гармоник такая же, как и для нечетных гармоник. По

ток излучения сконцентрирован в плоскости, ортогональной оси туннельного перехо

да. Если 1 sin~J > 4nлеПт/с, то плотность потока на частоте 2nПт не зависит от угла 
наблюдения и составляет ST,n (5.22). Еще одним решением уравнения (5.6) является 
21Г-КИНК 

<p(t) = 4arctg(e"';t) - 1Г. (5.23) 
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Диаrpамма направленности излучения от 27Г-кинка имеет те же черты, что и для не

линейных периодических решений. При этом излучается непрерывный спектр частот 

меньших или порядка дж:озефсоновскоЙ. На больших частотах спектральная плотность 

излучения экспоненциально мала [21]. 

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Подводя итог изложенному выше, можно угверждать, что пространственно-времен

ная нелокальная электродинамика, описывающая нестационарные состояния в дж:озеф

соновском контакте в тонкой сверхпроводящей пленке, позволила получить сравни

тельно простые и наглядные формулы, дающие картину электромагнитного излучения, 

проникающего с поверхности пленки в вакуум. Это стало возможным как в результа

те формулировки нелинейного интеrpодифференциального уравнения, описывающего 

распределение разности фаз в переходе, так и в результате последовательного описания 

электромагнитного поля в вакууме. 

Однако проведенное выше рассмотрение не учитывает той диссипации, которая 

связана с тепловыми флуктуациями. Мы признательны рецензенту, привлекшему на

ше внимание к работе [22], в которой рассмотрено влияние флуктуаций напряжения 
на контакте, определяющее ширину линии излучения из дж:озефсоновского миi<рокон

такта, к которому приложено постоянное напряжение Vo. Из работы [22] следует вы
ражение для ширины линии излучения на'частоте 2еVo/п: . 

( 47ГС) 2 27Гd 
r = 'ф; /3gScon Тсоn , '(6.1) 

где Тсоn '- температура, а Всоn - площадь микроконтакта. Выражение (6.1) справед
ливо в случае, когда 

г«./3 (6.2) 

и сопротивление внешней цепи велико. 

Целесообразно установить условия, при которых можно пренебречь влиянием 

флуктуаций. Поскольку согласно уравнению (2.22) вклад в ширину линии излучения 
аддитивно определяется слагаемым /3, то наше рассмотрение пригодно при выполне
нии неравенства (6.2). Здесь следует заметить, что СОгласно [1, стр. 114] и [2, стр. 72] 
в практике использования микроконтактов наибольший интерес для приложений со

ставляют условия выполнения неравенства (6.2). Действительно, принимая, например, 
т = 4.2 К, /3 ~ 5 . 1010 c-1, 2d/ g ~ j . 10-8 см, видим, что условие (6.2) выполнено 
для микроконтактов, площадь которых превышает '" 10 мкм2 • Применительно к на
шему случаю контакта в пленке Всоn = DLJ' где LJ - ширина пленки, условие (6.2) 
выполНяется при не слишком малой ширине пленки. Так, например, при только что 
использованных параметрах туннельного перехода и D '" 3·10-7 см неравенство (6.2) 
выполняется при L J > 3 мм. Таким образом, видна возможность пренебречь влиянием 
флуктуационной диссипации по сравнению с обычной омической. 

Наконец следует подчеркнуть, что обсуждаемое .нами излучение, связанное со сви

хартовскими волнами, возможно на частотах, соизмеримых с дж:озефсоновской часто

той VJj. При этом, когда выполнено условие (6.2), излучение может быть достаточно 
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эффективным при условии 

(6.3) 

для характерных значений U)j '" 1012 с- I И fЗ '" 5 . 1010 с- I (см., например, [23]) усло
вие (6.3) выполнено. 

Однако при достаточно малой ширине пленки, когда условие (6.2) нарушено, имен
но флуктуации MOryт определять ширину линии излучения. В таком пределе соглас

но [22] для ШИPilны линии излучения имеем 

- 81el V 1Гd г - -п -в-- Тсаn • 
е сап 

Ясно, что и;злучение будет достаточно эффективным, если 

81el V 1Гd 
-/i -в-- Тсаn «U)j' 

е сап 

(6.4) 

Последнее неравенство, подобно неравенству (6.2), накладывает ограничения на шири
ну пленки. При принятых выше параметрах джозефсоновского перехода оно выполне

но, если L f » 10 мкм. 
Последнее указывает на то, что проведенное нами выше 'обсуждение условий вы

полнения неравенства (6.2) имеет только методическое значение, что, естественно, важ
но для понимания применимости используемой ~ нашей статье модели. 

Таким образом, наше рассмотрение устанавливает закономерности излучения элек

тромагнитного поля с поверхности пленки, в которой имеется джозефсоновский пере

ход.' 

Работа выполнена в рамках проекта 96-02-17303 Российскоro фонда фундаменталь
ных исследований, при поддержке Научноro совета по ВТСП (проект «АД. 95008) и 
государственной подцержке ведущих научных школ (проект 96-15-96750). 

ПРИЛОЖЕНИЕ А 

для п~строения решения уравнений (2.1)-(2.4) перейдем к· образам Фурье по пе
peMeH~ЫM rll' t: 

00 

Р(у, k,U)= / dt / drllexp(iU)t-ikrll)F(у,rll,t), (А1) 

-00 

где k = (kж , О, kz )' Тогда для фурье-компонент потенциалов получаем систему уравне

ний 

~ Ay(y,k,U) + ikAll(y, k,U) = О, (А 2) 

:;2A(y,k,U)- (k2 _ ~:) A(y,k,U)+i~ (ik+ey ~) V(y,k,U) = О, у> О, (А3) 
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(А4) 

При этом rpаничные условия (2.8), (2.9) для компонент векторного потенциала имеют 
вид 

(А5) 

(А6) 

(А7) 

где еж и еу - единичные векторы вдоль осей х и у, а фурье-компоненты фазы и разности 

фаз описываются соотношениями 

о 00 

Ф(k, "") = J dхФ,(х, kz , "") ехр( -ikжх) + J dХФ2(Х, kz , "") ехр( -ikжх), (А8) 
-00 о 

в свою очередь, как видно из (2.6), фурье-компонента скалярного потенциала на по
верхности пленки связана с Ф(k, "") соотношением 

V (у = О, k, "") = -i"" 2ФО Ф(k, ""). 
1ГС 

(АI0) 

Принимая во внимание связи (А2), (АI0), решение дифференциальных уравнений 

(АЗ), (А4) в области у ~ о представим в виде 

с 
Аж(у, k, "") = аж ехр( -'IjJу) + -kж V(y, k, "")' 

"" 
Ау(У, k; "") = i: ехр( -'IjJу) + i~kV(y, k, "")' 

V (у , k, "") = - i"" 2ФО Ф(k, "" ) ехр( - k'IjJ), 
1ГС 

(А 11) 

(А 12) 

(А.IЗ) 

(А.14) 

где функция 'IjJ описывается выражением (2.16). Знак мнимой части функции 'IjJ вы
бран таким образом, что при ",,2 > с2 k2 векторный потенциал А описывает излучение 
электромаГнитных волн в вакуум. Кроме того, принято, что вдали от пленки скаляр

ный (а при ",,2 < c2k2 И векторный) потенциал стремится к нулю. Подставляя решения 
(А11)-(АI4) в rpаничные условия (А5)-(А7), находим 

= _ Фо r.p(kz ,"") (1 + 2Ле k2 ) 
аж 21Г 1 + 2ле 'IjJ G ж , (А.15) 
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(А.16) 

(А.17) 

где использовано обозначение G (2.15). Соотношения (А.l1)-(А.17) дают связь элек
ТРОМ{iГНИТНЫХ потенциалов с разностью фаз на туннельном переходе (см. форму

лы (2.10)-(2.13». 

ПРИЛОЖЕНИЕ В 

в общем случае действительная часть фурье-компоненты ядра Q'(kz,W) равна сум
ме четырех интегралов 1;, (n = 1,2, З, 4): 

(В.1) 

которые имеют вид 

(В.2) 

(В.З) 

(В.4) 

1< 

2 w4 J k2 1 
14 = ;: Ле d1J(/,\:2) dkx k~ w2 / с2 _ k2 + 4л:w4 / с2 ' 

О 

(В.5) 

где /,\:2 == w2 / с2 - k;. Поскольку в исходных уравнениях считалось, что масштаб измене
ния поля велик по сравнению с толщиной туннельного перехода 2d, для устранения ло
гарифмической расходимости в формуле (В.3) верхний предел интегрирования принят 

равным 1/2d. Интегралы допускают вычисление в квадратурах, однако ответы имеют 
громоздкий вид. Ограничимся рассмотрением предельных значений интегралов, необ

ходимых для изложения основного материала, нацеленного на обсуждение условий, в 

которых параметр 2ле lwl/с меньше единицы. Интегралы 1n имеют особенно простой 
вид в пределе Iwl « clkzl, когда 

1з = 14 = О, (В.6) 

где функция Q(x) описывается выражением (2.28). В противоположном пределе высо
ких частот, когда Iwl » clkzl, из (В.2)-(В.5) находим 
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(В.7) 

Соотношения (В.6), (В.7) выписаны с точностью, достаточной для основных paC'leToB. 

ПРИЛОЖЕНИЕ С 

для вычисления интегралов вида 

'" 
1 = J dkj(k) exp[iF(k)] , (C.l) 

о 

где функция F(k) описывается выражением 

(С.2) 

воспользуемся методом перевала. Если у/х = tg~ > О, то функция F(k) имеет макси
мум при 

(С.3) 

в окрестности максимума справедливо разложение 

_ r.L 2 
F(k)-к,r.L- .2 (k-к,соsО + ... , 

2к, SlO ~ 
(С.4) 

где r.L = \1 х2 + у2 - расстояние от д.жозефсоновского перехода до точки наблюдения. 
При 

tg(~/2) ~ \!2/к,r.L, t~ «: \!к,r.L/2, (С.5) 

чТо имеет место на достаточно больших расстояниях, пределы ,интегрирования в (C.l) 
можно принять равными ±оо. Тогда, считая, что функция f(k) слабо изменяется в уз
ком интервале, 

"-cos~ - f2i sin~ $ k $ "-cos~ + f2К sin~, У -;:; '. у-;:; 
(С.6) 

из (С.1), (С.4) находим 

i ~ § j(I>, cos~) sin ~ ехр(iк,r .L)(l -i). . ут; . (С.7) 

в том случае, когда tg~ < О, функция F(k) достигает максимума на границах области 
интегрирования по k. При этом основной вклад в интеграл 1 возникает от края обла
сти интегрирования, а величина caMoГQ интеграла убывает <х 1 / r .L. Поправки такого 
порядка несушественны при рассмотрении поля излучения на больших расстояниях. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ D 

Продемонстрируем, как возникает поток излучения с поверхности сверхпроводника 

в вакуум в случае однородных крупномасштабных состояний. Полагая разность фаз 

зависящей только от времени, из выражений для потенциалов (2.10)-(2.14) получаем 
поле на поверхности пленки при Ixl ;::: d: " 

Н( - - Фа д J' .1. 'dk d' i",(t'-t) (k )dt.p(t') 1 х,у - +O,t) - - (27Г)Зс2 дt uш ., t е cos х ., ~ Ф_2ЛеI.J.)2/с2еz, (D.l) 

_ _ Фа J ' i",(t'-t) dt.p(t') 1 G + 2ле k; 
Е.,(х, у - О, t) - (27Г)ЗС ~dt dk.,e cos(xk")----;JjI G 1 + 2леф , (D.2) 

Е ( - О ) - Фа J .1. 'd 'dk i",(t' -t) . ( k ) dt.p(t') k., у х, у - + ,t - - (27Г)ЗС uш t.,e sш х ., ~ ф _ 2Ле I.J.)2/с2' (D.З) 

где функция Ф определяется выражением (2.16), в котором надо положить k z = О. Маг
нитное поле на границе туннельного перехода с вакуумом получается из (D.l) при х = О, 
а электрическое поле в переходе определяется соотношением Джозефсона: 

Фа dt.p(t) 
Е(х, у = О, t) = 47Гсd ~e.,. (D.4) 

для нелинейных состояний (5.10) и (5.19), когда производная разности фаз по времени 
имеет вид 

dt.p(t) _ ~ . ----;u- - L..J an cos iln t, 
n-() . 

где Qn = (2n+ 1)n" для рещения (5.10) и iln = 2nilr для решения (5.19), из (D.IНD.З) 
получаем для полей вне несверхпроводящеro слоя: 

где 

.1 

Фа 00 J '. [ ein.. t ] Н(х,у = +0, t) = (27Гс)2 ~ aniln dk., cos(xk.,)Im Фn _ 2ЛеQ~/с2 ez , 

Gn == Фn - 2Леil~/~. 
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Примем, как и ранее (СМ. (3.3», что длина волны электромагнитного поля в вакууме 
больше, чем эффективная лондоновская глубина проникновения магнитного поля в 

пленку, 

(D.8) 

Тогда, пренебрегая малыми поправками, содержащими параметр (D.8), для усреднен
ной по основному периоду плотности потока на поверхности пленки вне туннельного 

перехода получаем из (D.5)-(D.7): 

(D.9) 

где ВN определяется (5.15) или (5.22). Согласно (D.9) при 'хl -+ 00 плотность потока 
стремится к НУЛЮ. Это означает, что в пределе (D.8) потери энергии на излучение с 
поверхности сверхпроводника пренебрежимо малы. С другой стороны, в услщзиях (D.8) 
при учете (D.4) и (D.5) плотность потока энергии из туннельного перехода на границе 
раздела переход - вакуум можно записать в виде (при у = +0) 

в условиях (D.8) полная энергия, теряемая переходом с единицы длины вдоль оси z в . 
единицу времени, равна 

00 

. 4dlSl = 27rr.L L Вn· 
n=О 

к такому же результату приводит и интегрирование выражений (5.14) или (5.21) по всем 
углам ~ (см. (4.18». 
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