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Исследуется индуцированное двухфотонное испускание бозе-КОНДеНСИРОВ!!ННЫМИ 

экситонами, сопровождающееся когерентной двухэкситонной рекомбинацией - одновре­

менной рекомбинацией двух экситонов с противоположными импульсами, оставляющей 

неизменными числа заполнения экситонных состояниЙ с ИМПУ,1ьсами р "1 о. Анализи­
руется также комбинационное рассеяние света (КРС), сопровождающееся аналогичной 

двухэкситонной рекомбинацией (или двухэкситонным рождением). Исследуемые процес­

сы имеют место, только если в системе есть бозе-конденсат, и поэтому могут использо­

ваться как новый способ обнаружения бозе~конденсации экситонов. Импульс отдачи, 
соответствующий изменению импульса электромагннтного поля в этих процессах, берут 

на себя фононы или примеси. Если импульс отдачи передается оптическим фононам с 

частотой wg, числа заполнения которых пренебрежимо малы, то при частоте падающего 
света w < 20_ (0_ = о - wg, О - частота, соответствующая рекомбинации экситона 

с нулевым импульсом) индуцированное двухфотонное испускание и КРС с когерентной 

двухэкситонной рекомбинацией приводят к появлению ~инии 20_ - w и, соответствен­
но, антистоксовой компоненты w + 20_. При w > 20_ спектр КРС содержит анти­
стоксову и стоксову компоненты на частотах w ± 20_, а индуцированное двухфотонное 
испускание невозможно. Получены выражения для сечений исследуемых процессов при 
конечных температурах. Оценка показывает, что в CU20 может экспериментально наблю­
даться спектральная линия 20_ - w, соответствующая индуцированному двухфотонному 
испусканию с когерентной двухэкситонной рекомбинацией и передачей импульса отдачи 

оптическим фононам. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Одними из наиболее интересных коллективных свойств экситонов ямяются их воз.­

можная бозе-конденсация и сверхтекучесть (см. работы [1-7] и цитируемую там литера­
туру). В последнее время появил'ся ряд сообщений об экспериментальном обнаружении 

явлений бозе-конденсации и сверхтекучести экситонов в Си20, основанных на наблю­
дении изменений в спектрах экситонной люминесценции [8,9], и обнаружении балли­
стического транспорта экситонов [9-11], которые в настоящее время ямяются предме­
том дискуссий [12-14]. Имеются также сообщения о наблюдении конденсации непря­
мых экситонов в связанных квантовых ямах, находящихся в сильных магнитных полях 

(см. [15], а также теоретическое обсуждение в [16-18] и цитируемую там ,литературу). 
В этой связи iIредстамяется актуальным детальное исследование свойств когерентных 

экситонов, обнаружение которых могло бы стать альтернативным подтверждением су­

ществования экситонной бозе-конденсации . 
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Если система экситонов находится в бозе-конденсированном состоянии, среднее 

от оператора уничтожения (рождения) экситона с нулевым импульсом по основному 

состоянию экситонной системы отлично от нуля: 

(N - l1QoIN) = (N + l1QtlN) = #о. (1) 

Здесь IN) - основное состояние экситонной системы, соответствующее среднему числу 
экситонов N, Qo - оператор уничтожения экситона с нулевым импульсом, No - число 

экситонов В конденсате. 

Из соотношения (1) легко ВИдеть, что при рекомбинации (рождении) экситона с ну­
левым импульс()м экситонная система, находящаяся в бозе-конденсированном состоя­

нии, снова переходит в основное состояние, отличающееся от исходного лишь средним 

числом экситонов с импульсом р = о. Рекомбинации экситонов с нулевым импульсом 
соотВетствует пик излучения (так называемый конденсатный пик) в спектре экситонной 

люминесценции на частоте Q = [Eo(N) - Eo(N - 1)]/11" где Eo(N) - энергия основного 

состояния экситонной системы. 

Если ме:жэкситонное взаимодействие отлично от нуля, то помимо средних ВИда (1) 
отличны от нуля также произведения двух операторов уничтожения (рождения) экси­

тонов с противоположными импульсами, усредненные по основному состоянию бо­

зе-конденсированной Экситонной системы (так называемые аномальные средние): 

(2) 

в настоящей работе исследованы необычные оптические свойства, появляющиеся 

у взаимодействующих экситонов при переходе в бозе-конденсиро~анное состояние бла­

годаря появлению отличных от нуля средних (2). Мы пока:жем, что при взаимодействии 
с электромагнитным полем в системе бозе-конденсированных экситонов возможна ко- I 

герентная двухэкситонная рекомбинация (или рождение) - одновременная рекомбина­

ция (или рождение) двух экситонов с противоположными импульсами, соответствую­

щая средним (2). В этих процессах числа зaqолнения экситонов с р =J о остаются неиз­
менными, а конечное состояние экситонной системы отличается от начального лишь 

средним числом экситонов-с нулевым импульсом. Например, после двухэкситонной 

рекомбинации среднее число конденсатных экситонов уменьшается на два. 

Когерентная двухэкситонная рекомбинация может сопровождать, например, ин­

дуцированное двухфотонное испускание или комбинационное рассеяние света (КРС) 

бозе-конденсированными экситонами. КРС может также сопровождаться когерентным 

двухэкситонным рождением. В этих процессах импульс экситон-фотонной системы не 

сохраняется: импульс отдачи, равный изменению импульса электромагнитного поля, 

передается фононам или примесям [19,20]. В настоящей работе рассмотрены процессы 
с передачей импульса отдачи двум оmическим фононам. Такие процессы, по-видимо­

му, наиболее вероятны в случае экситонов в Си20 - одном из самых перспективных 

кристаллов с точки зрения обнаружения экситонной бозе-конденсации. Действительно, 

для экситонов в этом кристалле характерна излучательная рекомбинация с передачей 

импульса отдачи одному оптическому фонону (см. [7]). Используя законы сохранения 
энергии и импульса, можно показать, что в отсутствие примесей и дефектов когерентная 

рекомбинация двух экситонов С произвольными импульсами возможна лишь с переда­

чей импульса отдачи двум фононам. 
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При низких температурах числа заполнения оптических фононов малы, поэтому 

наиболее вероятна передача импульса-отдачи двум излученным фононам. Если диспер­

сия фононов пренебрежимо мала, то при частоте падающего света w < 2п_ появляются 
линия 2П_ - w в спектре индуцированного двухфотонного испускания и антистоксова 
компон.ента w + 2П_ в спектре -крс. Здесь П_ = П - w8, w8 - частота оптических фо­

нонов. Обе линии соответствуют когерентной двухэкситонной рекомбинации: энергия 

экситонной системы в начальном состоянии превышае-r энергию конечного состояния 

на 2hO, rдe П - частота, соответствующая рекомбинации экситона с нулевым импуль­

сом. Если w > 2П_, спектр КРС содержит антистоксову компоненту w + 2П_, соответ­
ствующую когерентной двухэкситонной рекомбинации, и стоксову компоненту w-20_, 
соответствующую когерентному двухэкситонному рождению. Индуцированное двухфо­

тонное испускание в этом случае невозможно: Появление линий на частотах Iw ± 2П_1 
возможно только в том случае, когда экситоны находятся в бозе-конденсированном со­

стоянии: при переходе экситонов в нормальное состояние эти линии исчезают. 

Структура статьи такова. В разд. 2 рассматривается индуцированное двухфотонное 
испускание с когерентной двухэкситонной рекомбинацией и передачей импульса отда­

чи фононам. На основе диаграммной' техники получены соотношения, позволяюшие 

найти сечения двухфотонных процессов, сопровождающихся когерентной двухэкситон­

ной рекомбинацией (или рождением), при конечных температурах. При таком подходе 

соответствующие элементы S -матрицы естественным образом выражаются через ано­
мальные функции Грина бозе-конденсированных экситонов. Получено сечение инду­

цированного двухфотонного испускания с когерентной двухзкситонной рекомбинацией 

и передачей импульса отдачи оптическим фононам и исслед6вана ero зависимость ()т 
температуры. Показано, что при определенных условиях эта зависимость может стать 

немонотонной: в определенном интервале температур ниже Те сечение рассматрива­

eMoro индуцированного двухфотонного испускания будет возрастать при увеличении 
температуры и даже может превысить свое значение при Т = о. Исследованы причины 
такой необычной температурной зависимости. 

Раздел 3 посвящен КРС, сопровождающемуся когерентными процессами двухэкс­
итонной рекомбинации или рождения. В разд. 4 анализируется возможность экспери­
ментального обнаружения линий Iw ± 2П_I, соответствующих индуцированному двух­
фотонному испусканию и крс с когерентной двухэкситонной рекомбинацией (или ро­

ждением). Численная оцеНkа для экситонов в Си20 показывает, что эксперименталь­

ное наблюдение спеlcrpальной линии на частоте 2П_ - w, соответствующей когерент­
ной двухэкситонной рекомбинации с передачей импульса отдачи оптическим фононам, 
возможно и, таким образом, может быть использовано для обнаружения экситонной 

бозе-конденсации. -

2. ИНДУЦИРОВАННОЕ ДВУХФОТОННОЕ ИСПУСКАНИЕ С КОГЕРЕНТНОЙ 
_ ДВУХЭКСИТОННОЙ РЕКОМБИНАЦИЕЙ 

Эффективный гамильтониан, описывающий оптическую рекомбинацию (рожде­
ние) экситонов с передачей импульса отдачи фононам, может быть представлен в сле­

дyIOшем вщ;tе (см. [20], а также Приложение А): 
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HL = L [L;qe-iШQр(t)с;(t)Ь;_q(t) + L~е-iШQр(t)с;(t)Ьq_р(t)+ 
pq 

+ Li;e-iШQр(t)сq(t)Ь;+q(t) + L~~е-iШQр(t)сq(t)Ь_р_q(t) + Н.с.] , (3) 

где 

L>«> = iJ21ГC.v е*е«) L'>«> = -iJ21ГС.v ef'>«> pq qpq' pq qpq' 

о - частота, соответствующая рекомбинации экситона с нулевым импульсом. Гамиль­

тониан (3) записан' в гейзенберговском представлении. Здесь Qp(t) = Qp ехр [-i€(p)t] 
и bp(t) = Ьр ехр ( -iw;t) - операторы уничтожения соответственно экситона и фонона . 
с импульсами р, cq(t) = Cq ехр( -iwqt) - оператор уничтожения фотона с импульсом q 
(Wq и е - частота фотона и направление вектора его поляризации). Энергия эксито­

на €(p) отсчитъiвается от дна экситонной зоны: €(O) = О. Эффективные матричные 
элементы fiч«> и f~~«> соответствуют рекомбинации экситона с импульсом р, сопро­
вождающейся помимо излучения (поглощения) фотона с импульсом q одновременным 
излучением или поглощением фононаl) (см. [20], а также Приложение А). 

Разлагая оператор эволюции 

S(t) ~ Т,охр [-i_l HL(")d"] 
\ 

по степеням HL дО второго порядка включительно, для элементов S-матрицы, соответ­
ствующих двухфотонным процессам с передачей импульса отдачи фононам, имеем 

00 

Sn'n = (~~)2 !! (n'ITtHL(t')HL(t")ln)dt'dt", (4) 

-00 

где n и n' - начальное и конечное состояния системы «экситоны И фононы + элек­
тромагнитное поле». 

Рассмотрим двухФотонное испускание бозе-конденсированными экситонами, со­

провождающееся когерентной двухэкситонной рекомбинацией - переходом экситон­

ной системы из состояния 'n)~xc = 'n, N)~xc в состояние 'т)~xc = 'n, N - 2)~xc, отли­
чающееся от исходного лишь средним числом экситонов с импульсом р = О. в этом 

процессе импульс электромагнитного поля меняется на величину k' + k, где k и k' -
импульсы излученных фотонов. Импульс отдачи 8k = -(k + k') целиком передается фо­
нонам, поскольку в рассматриваемом случае импульс экситонной системы в начальном 

и конечном состояниях равен нулю. 

для элемента S-матрицы, соответствующего двухфотонному испусканию с коге­

рентной двухэкситонной рекомбинацией и передачей импульса отдачи фононам, имеем 

1) В общем случае оптическая рекомбинация экситона может сопровождаться излучением (погло­
щением) произволъноro числа фононов. Используя гамилътониан (3), мы для, упрощения ограни­
чиваемся рассмотрением экситонной рекомбинации с излучением (поглощением) одного фонона. 
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00 

(Bp)тnn = - ~ J J dt' dt" ехр [-iЩt' + t")] х 
-00 

х {[ L;kL:::pk' (mITtQp(t')Q-р(t")ln)е",с(fIТtЬ;_k(t')Ь~р_k' (t")li)phon + 

+ L~_p,kL;_q,k' (mITtQq_p(t')Qp-q(t")ln)ехс(fIТtЬ~р_k' (t')b;_k(t")li)PhOn] х 
х (flTtC~ (t')C~, (t")li)phot + 

+ [L:::Pkl L;k (mlTtQ -р(t')Qр(t'')ln)ехс (fITtb~p_kl (t')b;_k (t")li)phon + 

+ L;-ч,kl L~_p,k (mITtQp_q(t')Qq-р(t")ln)ехс (flTtb;_k(t')b~p_kl (t")li)PhOn] Х 

Х (fITtc~,(t')c~(t")li)Phot}, (5) 

где q = k - k'. Здесь li)phot = IO)phot и If)phot = 11 k , lk' )phot - соответственно начальное 
и конечное состояния Э,Ireктромагнитного поля. Полагая фононы оптическими, а тем­

пературу решетки Tlat , которая в общем случае не совпадает с температурой экситонной 

системы Т, достаточно малой (Тzat « (")0' где (,,)0 - характерная энергия оптических 

фононов), мы считаем li)phon = IO)phon, If)phon = 11p-k' l_ p- k' )phon' 
Проводя усреднение по распределению Гиббса экситонной системы, получим эле­

мент S-матрицы, соответствующий двухфотонному испусканию с переходом систе­

мы экситонов из термодинамически основного состояния li)e",c = 'Еn ехр[(Р - En(N)+ 
+p,N)/T]ln, N)exc в состояние If)e",c = Qбli)/Nо: 

(6) 
n 

Выражая элемент S-матрицы (6) через flНОМальную гриновскую функцию экситонов, 
имеем 

00 

(Sp)/i = -~ JJ dt'dt" ехр [-iЩt'+ t")] х 
-00 

х {[ L;kL:::pk' (nо(Т)Ор + iG _p(t' - t"») (fIТtЬ;_k(t')Ь~р-'-k' (t")li)phon + 

+ L~_P,kL;_q,k' (no(T)Op_q + iGp_q(t' - t"») (flTtb~p_kl (t')b;_k(t")li}PhOn] х 
х (fITtC~ (t')C~, (t")li)phot+ 

+ [L:::Pkl L;k ( по (Т)ор + iGp(t' - t"») (flTtb~p_k' (t')b;_k (t")li)phon + 

+ L;_q,kl L~_p,k (no(T)Op_q + iGq_p(t' - t"») (fITtb;_k(t')b~p_k' (t")li)PhOn] Х 

Х (flTtc;, (t')c~(t")li)phot } , (7) 

где Ор = 1 при р = О и бр = О при р =f О. Здесь Gp(t' - t") - причинная аномальная 
функция Грина бозе-конденсированных экситонов при температуре Т: 

Gp(t' - t") = -i(1-0р) х 
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p-k I-p -k' I-p- k' 
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Рис. 1. Диаграммы, соответствующие двухфотонному испусканию с когерентной двухэкситон­

ной рекомбинацией и передачей импульса отдачи двум фононам (обозначения см, в тексте) 

n 

функция nо(Т) - плотность конденсilТНЫХ экситонов при этой температуре. 

Полученному элементу (7) В-матрицы соответствует сумма диаграмм, изображен­
ных на рис. 1. Линия со встречными стрелками обозначает причинную аномальную 
гриновскую функцию бозе-конденсированных экситонов при Т > О (если импульсы 
при этой линии равны нулю, ей соответствует функция nо(Т». Волнистые линии от­
вечают операторам рождения фотонов, штриховые - операторам рождения фононов. 

Вершинам на этих диаграммах соответствуют матричные элементы L;k' где р и k -
импульсы соответственно экситонной и фотонной линий, выходящих из вершины2). 

Интегрирование по t' - t" и; t" дает 

(Вр) fi = 21riTk, k(P) [( h - 1)8(р - ч/2) + 1] 8(w' + W + W;_k + W:p_k' - 20), (9) 

где 

Tk, k(P) = i {L;kL~Pk' [27rno(T)8p8(w + W;_k - о) + iGp(w + W;_k - 0)] + 

+ L;_p,kL;_q,k' [21rno(T)8p_q8(w + W:P_k,-О)+iGр-q(W+W:Р_k'-О)]} (10) 

- матричный элемент двухфотонного испускания с когерентной двухэкситонной ре­

комбинацией и передачей импульса отдачи фононам, аналогичный амплитуде рассея­

ния в задаче о столкновениях [22]. При выводе этого выражения мы учли, что аномаль­
ная функция Грина является четной функцией частоты и заВИСIff только от абсолютной 

2) для расчета рассматриваемых нами двухфотонного испускания и КРС можно бьmо бы исполь­
зовать элегантную диаграммную технику Келдыша (см., например, работу [21], в которой рассмот­
рена весьма близкая с точки зрения техники проблема). Однако в случае нашей задачи развива­

емый нами подход обладает большей наглядностью. 
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величины импульса. Сумма в квадратных скобках в формуле (9) учитывает тот факт, 
что при Р = q/2 импульсы излученных фононов совпадают. 

Ограничимся рассмотрением индуцированного двухфотонного испускания с пере­
дачей импульса отдачи двум оmическим фононам с пренебрежимо малой дисперсией 

('"'-'~ = '"'-'8). Из выражения (9) следует, что индуцированное двухфотонное испускание 
такого вида ведет к появлению линии на частоте 20_ - '"'-', где 0_ = 0- w8, '"'-' - частота 

падающего света3). . 

для дифференциального сечения индуцированного двухфотонного испускания, со­

провождающегося когерентной двухэкситонной рекомбинацией с передачей имtrульса 

отдачи двум оmическим фононам, имеем 

(11) 

где 

Tk'k(P} = i {L;kL?"Pkl [21!"nо (Т}Бр Б(,",-, - о_} + iGp(W - о_}] + 

. + L;_p,kL;_q,kl [27rno(T)Dp_qD(W - 0-) + iGp._q«(.t.) - о_)]} . (12) 

Появление множителя 1/2 перед суммой по Р в выражении (11) связано с тем, что 
при суммировании по всевозможным Р испускание двух фононов с импульсами Р - k 
и -р - k' учитывается дважды: Tk,k(P) = Tk1k(-P + q). 

Легко видеть, что при W =f 0_ слагаемые, пропорциональные nо(Т), не дают вклада 
в сечение (11). В этом случае оно пропорционально аномальнымгриновским функци­
ям, которые, как известно, определяются не только наличием бозе-конденсата в сис­

теме, но и взаимодействием между частицами. Таким образом, при W i- 0_ индуци-· 
рованное двухфотонное испускание, сопровождающееся когерентной двухэкситонной 

рекомбинацией, возможно лишь внеидеальном газе бозе-конденсированных эксито­

нов. 

Предполагая условие W i- 0_ выполненным, представим сечение (11) в следующем 
виде: 

(13) 

где 

- тензор двухфотонного испускания с когерентной двухэкситонной рекомбинацией и 

передачей импульса отдачи фононам. 

3) В общем случае в двухфотонном испускании может участвовать произвольное ЧИСло фоноНов. 
Кроме того, импульс отдачи (целиком или частично) может передаваться примесям. Таким обра­

зом, индуцированное д~ухфотонное испускание может сопровождаться появлением спектральных 
линий на чаСТОТаХ 2(1"1 '- 7Шi~) - 1.0.1, где n - произвольное целое число. 
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Причинная функция Грина Gp(W) связана с запаздывающей и опережающей гри­
новскими функциями следующим соотношением (см. [23]): 

(15) 

используя которое, имеем 

(Sp)nm = ~ { [ (1 + cth~) 6:(&.1) + (1 - cth;) 6:(&.1)] U?pk,}nU~)m + 

+ [(1+cth~) 6:_i&.1)+ (1-cth~) 6:_q(~w~] U:-q,k,)nU:-р,k)m} , (16) 

где &.1 = W - 0_. 
Используя это выражение, для суммы по р в формуле (13) для сечения индуциро­

ванного двухфотонного испускания получаем 

L l(sp)nme~e;"12 = 
p'lq/2 

= ~ L { 2 [ (1 + cth2~) 16:(&.1)12 + (1 - cth2~) Re [6:(&.1)]2] х 
piq/2 

Х I(e/*f~pk' )(e*f~k)12+ 

+ [ (1 + cth~) 6:(&.1) + (1 - cth~) 6::i&.1)] х 

х [(1 + cth~) 6:~q(&.1) + (1 - cth~) 6:-q(&.1)] х 
х (e'*f~pk' )(e*f~k)(e'f~~q,k,)(ef;~p,k) } . (17) 

При выводе этого выражения мы учли, что на вещественной оси W опережающая и 

запаздывающая функции Грина связаны между собой соотношением G:(w) = G:*(w). 
для дальнейшего вычисления сечения индуцированного двухфотонного испуска­

ния (13) необходимо выражение для запаздывающей аномальной гриновской функции 
экситонов при конечной температуре. Оно может быть получено путем аналитического 

продолжения аномальной функции Грина, записанной в мацубаровском представле­

нии, на верхнюю полуплоскость w. 
Мацубаровская аномальная функция Грина бозе-системы определяется следующим 

выражением [24]: 

А (1 - 8p)L~ р 
Gp(Ws ) = - (iw . _ to(P) + 11. _ L!! ) (iw + tO(P)8 _ 11 + Lll ) + L20 L02' (18) 

S t-'" WlJp S fA' -fJ.).!I ,-р I.J.)sP I.t.}lJp 

где Ws = 21rsT, S - целое число. Здесь to(p) = р2/2т, /-L - химический потенциал 
системы, определяемый соотношением /-L = [L~!.p - L~.p] I",.=p';o· 

При т '" Те, где Те - температура бозе-конденсации идеального бозе-газа; 

собственно-энергетические части разреженной бозе-системы с взаимодействием могут 

быть представлены в следующем виде [24]: 
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};11 = 811' па 
"'.Р т ' 

};20 = };02 = 411' n (Т)а 
"'.Р "'.р т о , (19) 

где n - полная плотность частиц, а - амплитуда их рассеяния друг на друге, 

nО(Т) - плотность частиц в бозе-конденсате, приближенно определяемая соотноше­

нием nО(Т) = n [1 - (Т /Тс)3/2]-. 
Таким образом, аномальная функция Грина разреженных экситонов может быть 

записана как 

(20) 

где 

2 

{Р = Jm + «Т), (Т) = JL(O) [1- (~) 3/2] , JL(O) = 411'nа 
т' 

n - плотность экситонов, т - масса экситона. Величина JL(O) совпадает с химическим 
потенциалом экситонов при Т = О. 

Аналитически продолжая Op«(.Vs) на верхнюю полуплоскость, получим выражение 
для. зашрдывающей аномальной функции Грина: 

(21) 

Здесь Гр = т;l, где Тр - время жизни квазичастицы с импульсом Р в экситонной 
системе. 

Подставляя (21) в выражение (17), легко видеть, что при 1&;1 ~ Гр основной вклад 
в сечение индуцированного двухфотонного испускания (13) вносят слагаемые, соответ­
ствующие импульсам Р таким, что €p '" 1&;1. На этом основанJiи матричные элементыI 
epkl и ri:k можно заменить на их значения, соответствующие импульсу PL, удовлетво­
ряющему условию €(PL) = At...J, и вынести за знак интегрирования. Кроме того, если 
PL » q, при суммировании по Р в выражении (17) можно положить q = О. Таким 

образом, имеем 

2: l(sp)nme~e;"12 = 2 [( 1 + cth2~) 2: 10:(&;)12+ 
р р 

+ (1- cth2~) ~ RerC:(&;)]2] Ifn«(.V~)fm«(.VL)e~e;"12, (22) 

где 

- матричные элементыI' усредненные по направлениям вектора PL. 
Переходя в полученном выражении от суммирования по Р к интегрир~анию, для 

первой суммы имеем 

(23) 
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При Гр -+ о интеграл (23) расходится. Переходя к интегрированию по переменной 

t = {pj(T), выразим его через сумму двух интегралов, сходящихся при Гр -+ О: 

(24) 

где 

Таким образом, при вычислении интегралов в правой части полученного выражения 

можно положить ,8i = ,82 ± iБ. В результате находим 

(25) 

Вторая сумма по р в выражении (22) сходится и при Гр -+ О,. Таким образом, если 

1&..11 » Гр, в этой сумме можно сразу положить Гр = 0+. в этом случае имеем 

Легко видеть, что при 1&..11 » Гр справедливо соотношение 

1
2: Re [а:(&..1)] 21 « 2: IG:(&..1)12. 
Р Р I 

Таким образом, 

Подставляя полученное выражение в формулу для дифференциального сечения (13), 
имеем 

Если экситон-фононная система изотропна и падающий свет монохроматичен и 

линейно поляризован, то le:'nfm(wL)1 2 = f 2(WL)j3. Суммируя по поляризациям фотона 
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1.1)' и интеrpируя по направлениям его распространениЯ (напомним, ЧТО при индуци­
рованном двухфотонном испускании фотон 1.1) идентичен падающему), получим полное 

сечение индуцированного двухфотонного испускания с когерентной двухэкситонной ре­

комбинацией и передачей импульса отдачи фононам:· 

(29) 

Orметим, ЧТО если lJ.i..V «: 0_, р,(0) «: о и r L = const, то при заданном отношении 
химического потенциала р,(0) экситонов при нулевой температуре к удвоенной темпе­

ратуре их бозе-конденсации, "( = p,(0)j2Te , величина r:rL(IJ.i..v, T)jr:rL(O, О) однозначно 
определяется всего лишь двумя величинами х = IJ.i..vj2Te и у = т jTe : . 

(30) 

где z = "((1 _ уЗ/2). 
На рис. 2а приведены зависимости сечения (29) от частоты (вернее, от разности 

между частотой падающего света 1.1) и частотой 0_), соответствующие различным тем­
пературам экситонной подсистемы. На рис. 26 показана зависимость этого сечения от 
температуры при различных фиксированных значениях разности AиJ = 1.1) - 0_. Все 
rpафики, приведенные на рис. 2, соответствуют параметру "( = 0.3; предполагается, ЧТО 
r L = const. Легко видеть, ЧТО при \1J.i..V\ «: Те И т < Те существует интервал темпера­
тур, в котором зависимость сечения (29) индуцированного двухфотонного испускания 
от температуры немонотонна: r:r L возрастает с увеличением температуры и может даже 
превысить свое значение при Т = О. 

Причина такой необычной температурной зависимости заключается в следующем. 
Сечение (29) индуцированного двухфотонного испускания определяется двумя величи­
нами, по-разному зависящими от температуры: величиной (Т), пропорциональной 

числу конденсатных экситонов, и числами заполнения квазичастичных уровней экси­
тонной системы, соответствующих энергиям квазичастиц е.(рд = \AиJ\. Действительно, 
с ростом температуры плотность экситонов с нулевым импульсом и, соответственно, 

величина (Т) уменьшаются,что, в свою очередь, ведет к уменьшению сечения (29). С 
другой стороны, используя боголюбовские u-v-преобразования, легко видеть, что коге­

рентная двухэкситонная рекомбинация, являясь процессом второго порядка по гамиль­

тониану (3), идет через промежуточные состояния экситонной системы, содержащие на 
одну квазичастицу больше (меньше), чем в термодинамически равновесном состоянии 

(см. также [19,20]). Сечение индуцированного двухфотонного испускания с когерент" 
ной двухэкситонной рекомбинациеЙ пропорционально величине 

(npL + 1)2 + n;L = ~ (1 + cth2~) , 

где nPL = [exp(e.PL jT)-l]-1 - квазичастичное число заполнения, соответствующее ква­
зичастице с энергией e.(PL) = \1J.i..v\ в экситонной системе. При увеличении температуры 
числа заполнения ПР возрастают, что ведет к увеличению сечения (29). Если эта тенден­
ция преобладает, сечение индуцированного двухфотонного испускания с когерентной 
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Рис. 2. Зависимость сечения индуцирован­

ного двухфотонного испускания С когерент­

ной двухэкситонной рекомбинацией и пере­

дачей импульса отдачи оптическиМ фононам: 
а - от разности ш = w - а_ между частотой 
падающего света w и частотой а_ при раз­

личных температурах экситоиной системы Т: 

Т/Те = 0.01 (1); 0.10 (2); 0.60 (3); 0.90 (4); 
0.99 (5); б - от температуры экситонной си­

стемы Т при различных значениях разности 

ш: Iшl/2Те = 0.2 (1); 0.3(2); 0.9 (3). 
Графики построены с. использованием вы­

ражения (30). для всех графиков параметр 

р,(0)/2Те = 0.3; считается, что r L = соnst 

двухэкситонной рекомбинацией будет возрастать при увеЛWfении температуры. Разу­

меется, при Т - Те рано или поздно возобладает тенденция уменьшения сечения (29) 
с ростом температуры, и при Т = Те оно обратится в нуль. 

Orметим, что зависимость сечения (29) индуцированного двухфотонного испуска­
ния с когерентной двухэкситонной рекомбинацией от температуры получена с исполь­

зованием приближения (19), справедливого в узкой Qбласти температур вблизи темпе­
ратуры бозе-конденсации Те, которая считается равной температуре бозе-конденсации 

идеального бозе-газа. Несмотря на то что использование этого приближения позволя­

ет формально воспроизвести результаты работы [20], полученные для Т = О, в про­

ме:жуточной области темпераТ)1' заQИСИМОСТЬ сечения uL(!J.iJJ, Т) от температуры будет 
отличаться от зависимостей, изображенных на рис. 2. Тем не менее вывод о немо­

нотонной зависимости сечения исследуемого индуцированного двухфотонного испус­

кания от температуры остается справедливым: например, при !J.iJJ/2Te = 0.2 имеем 
uL(!J.iJJ, Т) > uL(!J.iJJ, О) уже при Те-Т ~ Те (см. рис. 26), где приближение (19) является 
справедливым. 
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З. КОМБИНАЦИОННОЕ РАССЕЯНИЕ СВЕТА 

Помимо двойного испусканиЯ света, когерентная двухэкситонная рекомбинация 
может сопровождать комбинационное рассеяние света (КРС). В работе [25] было рас­
смотрено КРС сверхпроводником, аналогом которого в случае полупроводника бьmо бы 

КРС ШIотной электронно-дырочной системой со спариванием электронов и дырок (фа­

зовый переход в этой системе был исследован в работе [26]; см. также обзор [27] и ци­
тируемую там литературу). Мы же рассматриваем случай малой ШIЬтности электронов 

и дырок (систему экситонов). Кроме того, для рассматриваемого нами КРС существен­

но, что электронно-дырочная система является неравновесной: именно в такой системе 

возможна когерентная двухэкситонная рекомбинация (рождение), которой соответству­

ет переход в состояние с меньшей (большей) энергией. Закон сохранения энергии для 

рассматриваемого КРС с передачей импульса отдачи двум излученным оптическим фо­

нонам имеет вид 

(31) 

Рассматриваемому КРС соответствует антистоксова компонента на частоте и/, опреде­

ляемой этим соотношением. 

Кроме того, возможно КРС, сопровождающееся когерентным двухэкситонным 

рождением, для которого закон сохранения энергии имеет вид") 

'" - 2n_ = и/. (32) 

Это соотношение определяет частоту стоксовой компоненты ",', соответствующей дан­
ному КРС. Легко видеть, что КРС с когерентным двухэкситонн~м рождением и пе­

редачей импульса отдачи двум излученным оптическим фононам может иметь место 

только при '" > 20_. Индуцированное двухфотонное испускание с когерентной двух­
экситонной рекомбинацией и пеРедачей импульса отдачи двум излученным оптическим 

фононам в этом. случае невозможно. 

Рассмотрение КРС с последующей когерентной двухэкситонной рекомбинацией 

(или рождением) аналогично рассмоtpению индуцированного двухфотонного испуска­

ния с когерентной двухэкситонной рекомбинацией. Ввиду громоздкости формул для 

сечений КРС с когерентной двухэкситонной рекомбинацией или рождением мы ука­

жем лишь, как записать эти формулы путем соответствующих замен в выражении (29). 
1) Сечение КРС с когерентной двухэкситонной рекомбинацией с передачей им­

пульса отдачи двум оптическим фононам получается из выражения (29) путем замен 

4) В общем случае в КРС, как и в двухфотонном испускании, может участвовать произволъное 
число фононов. Кроме того, импульс отдачи (целиком или частИчно) может передаваться приме­

сям. Таким образом, КРС, сопровождающееся когерентными процессами двухэкситонной реком­

бинации или рождения; может сопровождаться появлением антистоксовых и cToKcoBых компонент 

соответственно на частотах '" + (20 - ТШJо) = ",' и '" - (20 - ТШJQ) = ",', где n - произволъное 
целое число (см. также [20). 
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Здесь C(L = «(1_ +r..;)/(T), fL - обратное время жизни квазичастицы с энергией f(jL) = 
= (1_ + r..; в экситонной системе, 

I 

f'(&JL) == 4~ J f'>(jL,k)doPL ' f(&J~) = 4~ J t>(jiL,k')doPL ' 

2) Сечение КРС с когерентным двухэкситонным рождением с передачей импульса 
отдачи двум оптическим фононам (СА) > 2(1_) получается из выражения (29) пугем замен 

где 

4. О ВО3МОЖНОСГИ НАБЛЮДЕНИЯ ДВУХФОТОННЫХ ПРОЦЕССОВ, 
СОПРОВОЖДАЮЩИХСЯ КОГЕРЕНТНОЙ ДВУХЭКСИТОННОЙ РЕКОМБИНАЦИЕЙ 

Проанализируем возможность экспериментального наблюдения индуцированного 

двухфотонного испускания и КРС, сопровождающихся когерентной двухэкситонной 

рекомбl-Iнацией с передачей импульса отдачи фононам. Сначала рассмотрим индуци­

рованное двухфотонное испускание .. 
Интенсивность света IL(r..;') на частоте r..;' = 2(1_ - r..;, соответствующая индуциро­

ванноМу двухфотонному испусканию с передачей импульса отдачи излученным опти­

ческим фононам, дается вьipажением 

(33) 

гдеuL(r..;) - сечение этого процесса (см. (29», I(r..;) - плотность потока падающего 
излучения с частотой r..;. 

Интенсивность (33) может быть представлена в виде суммы двух слагаемых: 

I (34) 

где IL (r..;') - интенсивность, соответствующая индуцированному двухфотонному испус­
канию, которое является результатом двух последовательных процессов: спонтанного 

излучения на частоте r..;' = 2(1_ - r..; и следующего за ним индуцированного излучения 
на частоте r..;, каждый из которых удовлетворяет закону сохранения энергии. 

Если частота падающего света r..; > (1_, то r..;' < (1_. в этом случае спонтанному 
излучению на частоте r..;' = 2(1_· - r..; < (1_ соответствует экситонная рекомбинация, 
сопровождающаяся рождением боголюбовской квазичастицы с импульсом PL, удовле-. 
творяющим условию f(PL) = t:ш.J (см. Приложение Б, t:ш.J = -t:ш.J'). В результате спон­
танной рекомбинации экситонов в экситонной системе в единицу времени Появляется 

If(r..;')/r..;' квазичастиц с энергией f(PL) = t:ш.J, где If(r..;') - интенсивность люминес­
ценции (57) (см. ПрилЬжение Б, а также работу [28]). Эти квазичастицы исчезают за 
время ПОРЯдка r L ; исчезновение части квазичастиц сопровождается стимулированной 
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рекомбинацией экситонов с индуцированным излучением на частоте VJ. Таким обра­
зом, при VJ > 0_ интенсивность JL(VJ/) можно найти из соотношения 

(35) 

где TrL - время жизни квазичастицыl с энергией f(PL) относительно ее рекомбинации, 
сопровождающейся индуцированным излучением на частотеVJ, при условии, что в экс­

итонной системе содержится на одну квазичастицу с импульсом PL больше, чем в тер­
модинамически равн:овесномсостоянии. Время TrL легко найти с помощью золотого . 
правила Ферми: 

(36) 

где u PL - коэффициент преобразования Боголюбова и nPL - функция распределения 

квазичастиц в системе боз.е-кон:денсированных экситонов с энергией f(PL) = 6VJ при 
температуре Т. 

Если частота падающего света VJ < 0_ и, соответственно, VJ' > 0_, ситуация ана­
логична рассмотренной выше. В этом случае спонтанному излучению на частоте VJ' со­
ответствует рекомбинация экситона, сопровождающаяся уничтожением боголюбовской 

квазичастицы с энергией f(PL) = -ш в ЭКСИТОНной системе. При VJ' > 0_ В единицу 
времени в результате спонтанной рекомбинации экситонов исчезает I}'(VJ/)/VJI квази­
частиц, имеющиХ энергию f(PL) = -ш. За время порядка TL вместо исчезнувших 
квазичастиц появляются новые; появление части квазичастиц сопровожДается ин:ду­

цированным излучением на частоте VJ. Таким образом, при VJ < 0_ имеем 

(37) 

где TcL - время жизни экситона с импульсом Р L относительно стимулированной ре­
комбинации, сопровождающейся индуцированным излучением на частоте VJ и рожде­
нием квазичастицы с энергией f(PL) = -ш при условии, ЧТО в экситоннойсистеме 
содержится на одну квазичастицу с импульсом Р L меньше, чем в термодинамически 

равновесном случае. Используя золотое правило Ферми, для т;' имеем 

(38) 

Используя соотношения (35)-(38), а также (57) из Приложения Б, для интенсивности 
JL(VJ/) в общем случае имеем 
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Спектральная линия на частоте "'/ = 2а_ - u;, соответствующая индуцированному 

двухфотонному испусканию с когерентной двухэкситонной рекомбинацией и переда­

чей импульса отдачи оптическим фононам, будет наблюдаться на фоне люминесценции 

бозе-конденсированных экситонов. Из соотношений (35) и (37) легко видеть, что ве­
личина JL(u;') определяет часть интенсивности спонтанного излучения I:(u;'). Таким 
образом, суммарная интенсивность света на частоте u;' может быть представлена в сле­

дующем виде: 

(40) 

где I:(u;f) - интенсивность люминесценции на частоте u;' в отсутствие падающего све­
та на частоте u;, t.,IL(u;') - наблюдаемое изменение интенсивности света на частоте u;', 

обусловленное индуцированным двухфотонным испусканием с когерентной двухэкси­

тонной рекомбинацией. Подставляя сечение (29) в выражение (33), а также используя 
соотношения (34) и (39), для наблюдаемой интенсивности t.,IL(u./) имеем 

blL(2Q _ _ u;) = 2а_ - u; t.,(jL(u;)I(u;), 
u; 

, з' /8т3(Т) (Jai + 1 - 1) 
L( )_ Lu;(2Q_-u;) У с2( )С2(') t.,(j u; - т 4 ~ u;L u;L Х 

С 9aLyaL + 1 

Х [1+cth2~ -l·(Sigп(ш)+сthl~IУ]. (41) 

Легко показать, что 1/2:'5 t.,(jL(u;)/(jL(u;) :'5 1. В частности, при Т = О имеем t.,(jL(u;) = 
= (jL(u;) при u; < а_ и t.,(jL(u;) = (jL(u;)/2 при u; > а_. 

Используя выражение (29), оценим сечение (jL индуцированного двухфотонного 
испускания. В единицах СГС это выражение имеет следующий вид: 

(42) 

где V - объем экситонов, взаимодействующих с падающим светом, aL = hIШI/(Т). 
В качестве примера рассмотрим систему бозе-конденсированных экситонов в Си20 

при нулевой температуре. Эффективная масса экситона в этом кристалле т = 2.7те , 
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о 

характерный размер экситона..а = 7 А, энергия, соответствующая рекомбинации эк-
ситона с нулевым импульсом, 11,0. ~ 2 эВ. для экситоновв Си20 характерна излуча­
тельная рекомбинация, сопровождающаяся излучением оптического фонона с энергией 

'1u.Jo ~ 10 мэВ и пренебрежимо малой дисперсией. 
Химический потенциал экситонов при Т = О оценим по формуле 

4оЛ'h2 
р,(0) = --па, 

m 

где n- концентрация экситонов. Полагая n = 1019 СМ-З (такая экситонная концен­
трация достигалась, например, в эксперименте [9]), получим оценку р,(0) ~ 2.5 мэВ. 
Бозе-конденсация идеального газа экситонов при n = 1019 см-З должна произойти при 
температуре Те'" 50 К; в этом случае р,(0)/2Те ~ 0.3. 

В эксперименте [9] накачка экситонов осуществлялась с помоiцью мощных наносе­
КУНДных лазерных импульсов (длина волны >. ~ 500 нм), сфокусированных на поверх­
ности образца в пятно диаметром d ~ 30 мкм. Таким образом, объем V экситонов, вза­
имодействующих с падающим светом, вызьшающим двухФотонное испускание, можно 

оценить по формуле V = d2l, где 1 ~ 1 мкм - глубина· проникновения излучения с 
длиной волны 500 нм. 

При"" - 0._ (aL - О) сечение (7L возрастает. Пусть h{n- - "")= р,(0). В этом 
случае 

где F - матричный элемент излучательной рекомбинации изолированного экситона, 

сопровождающейся испусканием оптического фонона [20]. Матричный элемент F мож­
но оценить Из соотношения 

(43) 

где 7еже - время жизни изолированного экситона относительно спонтанной рекомби­

нации, сопровождающейся излучением фотона с энергией 11,0._ и оптического фонона 
с энергией 11,""0' для параэкситонов в Си20 7еже '" 100 мкс (см. [7]). 

Время релаксации 7 L в системе бозе-конденсированных экситонов - предмет даль­
нейших исследований. Даже при нулевой температуре оно может бьль существенно 

меньше радиационного времени жизни экситонов 7еже , благодаря, например, возмож­

ности исчезновения квазичастицы с излучением одного или нескольких акустических 

фононов. Полагая, что время 7 L находится в пределах 10-11_10-5 с (нижняя граница 
соответствует условию rL = 1O- 1 f(РL), верхняя равна 10- 17еже ), для сечения индуци­
рованного двухфотонного излуч~ния бозе-конденсированными параэкситонами в Си20 
при Т = О получаем оценку (7L = 10-16_10-10 см2 • \ 

Радиационное время жизни ортоэкситонов в Си20 7~же '" 300 нс. Полагая, что вре­
мя релаксации 7 L в системе бозе-конденсированных ортоэкситонов находится в пре­
делах 10-11-10-9 с (в этом случае верхняя граница определяется временем жизни ор­
тоэкситона по отношению к превращению в параэкситон), при Т = О получаем оцен­
ку (7L = 10-11-10-9 см2 • ТаЮlМ образом, индуцированное двухфотонное испускание, 
сопровождающееся когерентной двухэкситонной рекомбинацией, может быть экспери­

ментально обнаружено в Си20. 
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Сечение КРС с когерентной двухэкситонной рекомбинацией с излучением двух 

оптических фононов определяется квадрато,.. произведения матричных элементов 

где PL определяется условием €(jiL) = W + 0_. (см. разд. З). Соединение Си20 имеет 
широкую запрещенную зону (0_ ,..., 102wg), поэтому €(jiL) » wg. Используя подход, 
развитый в Приложении А, можно показать, что в этом случае f(&:ir) и f'(&:iL ) прене­

брежимо малы по сравнению с матричными элементами f(WL) и f(WI)' входящими в 
выражение (42) при 10_ - wl ,..., J.t(0). Кроме того, сечение рассматриваемого КРС цро­
порционально времени жизни квазичастицы с энергией €(jiL) = W + 0_, которое суще­
ственно меньше времени релаксации r L , входящего в сечение (42) при 10_ -wl ,..., J.t(0). 
Таким образом, в отличие от индуцированного двухфотонного исПускания эксперимен­

тальное обнаружение КРС с когерентной двухэкситонной рекомбинацией в Си20 вряд 
ли возможно. В случае КРС с когерентным двухэкситоннымрождением ситуация ана­

логична. 

S. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

в настоящей работе показано, что при взаимодействии с электромаmитным полем 

в системе бозе-конденсированных экситонов возможна когерентная двухэкситонная ре­

комбинация - одновременная рекомбинация двух экситонов с противоположными им­

пульсами, соответствующая существованию в·системе недиагонального дальнего поряд­

ка - отличных.от нуля аномальных средних вида (N - 2IQ-рQрIN). Аналогично воз­
можно когерентное двухэкситонное рождение, с,?"тветствующее аномальным средним 

вида (N - 2IQ~pQ;IN). В этих процессах числа заполнения экситонов остаются неиз­
менными, а конечное состояние экситонной системы отличается от начального лишь 

средним числом экситонов С нулевым импульсом. Показано, что когерентная двух­

экситонная рекомбинация может сопровождать индуцированное двухфотонное испус­

кание и комбинационное рассеяние света бозе-конденсированными экситонами (КРС 
может также сопровождаться когерентным двухэкситонным рождением). Импульс от­

дачи, соответствующий изменению импульса электромamитного поля в этих процессах, 

берут на себя фононы или примеси. Установлено, что индуцированное двухфотонное 

испускание и КРС с когерентной двухэкситоннqй рекомбинацией (рождением) име­

ют место, только если в системе взаимодействующих экситонов есть бозе-конденсат,.и 

поэтому могут быть использованы в качестве нового способа обнаружения экситонной 

. бозе-конденсации. 
На основеl диаграммной техники в работе развит метод, позволяющий получить 

сечения индуцированного двухфотонного.испускания и КРС с когерентной двухэкси­

тонной рекомбинацией (или рождением) при Т > О. в этом подходе элементы матрицы 
рассеяния, соответствующие указанным процесса~, естественным образом выражают­

ся через функции Грина бозе-конденсированных экситонов (см. соотношения (9), (10), 
а также (49». 

Если частота падающего света w < 20_, где 0_ = о - wg (О - частота, соот­

ветствующая рекомбинации экситона с нулевым ИМПУЛЬСОМ,.wg - частота оптических 
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фононов), индуцированное двухфотонное испускание и КРС с когерентной двухэкси­

тонной рекомбинацией и передачей импульса отдачи оптическим фононам приводят 
к появлению спектральной линии на частоте 20_ - f.I.) и, соответственно, антистоксо­

вой компоненты f.I.) + 20_. При f.I.) > 20_ спектр КРС содержит антистоксову истоксову 
компоненты на частотах f.I.) ± 20_. Антистоксова линия соответствует когерентной двух­
экситонной рекомбинации, а стоксова - когерентному двухэкситонному рождению с 

передачеЙ импульса отдачи оптическим фононам. В этом СЛучае индуцированное двух­
фотонное испускание невозможно. 

С помощью приближения (19) получены выражения для сечений исследуемых про­
цессов при конечных температураХ. Показано, что при If.I.) - 0_1 « Те (Те - температу­
ра экситонной бозе-конденсации) сечение индуцированного двухфотонного испускания 

зависит от температуры немонотонно. В определенном интервале температур ниже Те 

оно возрастает и даже может превысить свое значение при Т = О. ПрИчина этой не­
монотонности состоит в том, что сечение индуцированноro двухфотонного испускания 

с когерентной двухэкситонной рекомбицацией определяется помимо межэкситонного 

взаимодействия не только плотностью конденсатных экситонов, которая уменьшается 

с ростом температуры, обращаясь при Т = Те В нуль; но и числами заполнения квази­
частиц с энергиями If.I.) - 0_1 в экситонной системе, которые возрастают 'с увеличением 
температуры. 

Оценка показывает, что при If.I.) - 0_1 '" м(О), где М(О) - химический потенциал 
экситонов, отсчитываемый от дна экситонной зоны, в Си20 может экспериментально 

наблюдаться спектральная линия 20_ -f.I.), соответствующая индyuиpованному двухфо­
тонному испусканию с когерентной двухэкситонной рекомбинацией и передачей им­

пульса отдачи оптическим фононам. 

Работа поддержана грантами INTAS, Российского фонда фундаментальных иссле­
дований и Программой «Физика твердотельных наноструктур». 

ПРИЛОЖЕНИЕ А 

Эффективные матричные элементы экситонной рекомбинации 

Цель настоящего riриложения - показать, что двухфотонное испускание и КРС с 
ко;ерентной двухэкситонной рекомбинацией могут быть рассмотрены из первых прин­

ципов без привлечения эффективноro гаМИЛЬТQниана (3). На примере двухфотонного 
испускания мы получим условия, при выполнении которых ero рассмотрение с исполь­
зованием эффективного гамильтониана (3) является корректным. Кроме TOro, мы по­
кажем, что использованные нами эффективные матричные элементы экситонной ре­

комбинации не зависят от температуры и совпадают с соответствующими матричными 

элементами, полученными в работе [20] для Т = О. 
fамильтониан, описывающий взаимодействие ~кситонов'с фононами и электро- \ 

магнитным полем, может быть записан в следующем виде: 
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-СГщ = ~(t) + Ьщ, 

Итщ = L [WqpQ;(t)Qp(t)bq_p(t) + W;qQ;(t)Qp(t)b;_q(t)] , 
. pq (44) 

Ьщ = L [Dqe-iШQq(t)с;(t) + D~е-iШQ_q(t)Сq(t) + Н.с.] , 
q 

где гамилътониан W щ' описывает рассеяние экситонов на фононах., Ьщ - взаимодей­
ствие экситонов с электРомагнитным полем; Dq = i..j27Гf.JJq e*dq , D~ = -i..j27Гf.JJq еdq . 

Легко видеть, что двухФотонное испускание с когерентной двухэкситонной реком­
бинацией и передачей импульса отдачи фононам является процессом четвертого по­

рядка по гамилътониану ~щ. для элемента S-матрицы двухфотонного испускания с 
когерентной двухэкситонной рекомбинацией и излучением двух оптических фононов с 

импульсами р - k и -р - k', усредненного по распределению Гиббса, имеем 

-00 

+ W(tl)D(t2)W(tз)D(t4) + D(tl)W(t2)W(tз)D(t4) + W(tl)D(t2)D(tз)W(t4)+ 

+ D(tl)W(t2)D(tз)W(t4) + D(tl)D(t2)W(tз)W(t4)] li)dtl ... dt4' (45) 

Здесь (fI ... li) = L:n ехр[(Р - En(N) + Jl,N)/T](ml .. ·ln), где In) = In, N)excli)phonli)phot 
и 1т) = In, N - 2)ехсIf)phonlf)phot, остальные обозначения см. в разд. 2. 

Проводя в каждом слагаемом выражения (45) переобозначение времен, мы можем 
привести его к следующему виду: 

где 

00 

(Sp)/i = ~ J ". J (flTt W(tl)W(t2)D(tз)D(t4)li)dt l ... dt4' 
-00 

х { [(TtQ;,+p+kl (tl)Qp, (tl)Q;,_p+k(t2)Qp, (t2)Qk(tз)Qk ' (t4») х 

х (fIТtЬ~р-:-kl (tl)b;_k(t2)li)phon + 

+ (TtQ;,_p+k(tl)Qp,(tl)Q;,+p+kl (t2)Qp, (t2)Qk(tз)Qkl (t4») х 

х (fITtb;_k(tl)b~p_kl (t2)li)phon] (flTtC~ (tз)с~, (t4)li)phot + 

+ [(TtQ;,+p+kl(tl)Qp, (tl)Q;,_p+k(t2)Qp,(t2)Qkl (tз)Qk(t4») х 

х (flTtb~p_kl (tl)b;_k (t2)li)phon + 

+(TtQ;,_p+k(tl)Qp, (tl)Q;,+p+kl(t2)Qp, (t2)Qk' (tз)Qk(t4») х 

х (fITtb;_k(tl)b~p_kl (t2)li)phon] (flTtC~' (tз)с~(t4)li)Рhоt} . 

Здесь ( ... ) = L:n ехр[(Р - En(N) + f.LN)/T](n; N - 21 .. ·ln, N)exc. 
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в интересующем нас случае k 1 k' имеем 

L W;"p,+p+k,W;"p,_p+k (TtQ;,+p+k' (t!)Qp, (t!}Q;,_p+k(t2}Qp, (t2}Qk(tз}Qk' (t4)) = 
р,р, 

р, 

+ W': kk , (TtQ;, (t!}Qp, (t!})(TtQZ, (t2}Qk' (t4})(TtQ -k(t2}Qk(tз })] 8(р + ~') + 

+ L W;,p, [W':k'k(ТtQ~k(t!}Qk(tз})(ТtQ-k' (t!}Qk' (t4}) (TtQp, (t2)Q;, (t2))+ 
р, 

+ W': kk , (Tt QZ,(t!}Qk,(t4})(Tt Q-k(t!)Qk(tз})(Тt Q;,(t2}Qр,(t2»)] 8(р - k} + 

+ W':k,p_q W':k',q_p (TtQ;_q(t!}Q;_/t2}) (TtQ -k(t!}Q k (tз)) (TtQ -k,(t2}Q k' (t4)) + 

+W':k,p W':k,_p (TtQ; (t!)Q~p(t2)) (TtQ -k' {t!)Q k' (t4») (TtQ -k(t2}Q k(tз») + 

+W;_p,k W;_q,k' (ТtQZ(t\}Qk(tз») (Tt Qq-р(t\}Qр-q(t2»)-(Тt QZ, (t2)Qk,(t4») + 

+W':pk' W;k (TtQZ, (t\)Qk' (t4») (TtQ _p(t\)Qp(t2}) (ТtQZ(t2}Qk(tз») + 

+W':k,p_q W;_q,k' (TtQ;_q(t\}Qp-q(t2»)(ТtQ -k(t\)Qk(tз}) {TtQZ, (t2}Qk' (t4») + 

+W':k,p W;k (TtQ;(t\)Qp(t2») (TtQ -k' (t\)Qk' (t4») (Тt QZ(t2)Qk(tз») + 

+W;_p,k W':k',q~P (ТtQZ(t\}Qk(tз») (TtQq_p(t\)Q;_p(t2)) (TtQ -k' (t2)Qk' (t4)) + 

+W':pk' W':k,_p (TtQZ, (t\)Qk' (t4») (TtQ _p(t\)Q~p(t2») (TtQ -k(t2}Qk(tз)). . (48) 

Аналогичные выражения MOIyr быть получены и мя остальных слагаемых в выраже­

нии (47). 
Подставляя (48) в (46) и проводя интегрирование по времени, при р + k' 1 о и 

р - k 1 о имеем (фононы - оптические) 

(Sp)ji = 21ГiТk'k(Р) [(J2 - 1)8(р - q/2) + 1] 8(w' +.w - 2П_), 

Tk,j.(p) = DkDk, [W;_P,k W;_q,k,Gk(W - ЩGk'{n- - W - wo)Gp-q(w - п_)+ 

+ W':k,p_q W':k',q_pG-k(w - ЩGk,(w - п_ + wo}G;_p(w - п_)+ 

+. W;_p,k W':k',q_pGk(W - ЩGk,(w - п_ + wo)Gq-р(w - п_)+ 

+ W':k,p_qW;_q,k,G-k(W - ЩGk'(П_ - W - wо)Gр_q(П_ - w)+ 

+ W': pk' W;kGk'(П- - W - Wo}Gk(W - ЩG_р(W - п_)+ 
- . - -+ 

+ W':k'pW':k,_pG-k(w - ЩGk,(w - р- + wo)Gp(w - п_}+ 

+ W':k'pW;kGk(W - ЩGk'(W - п_ +wo'Gp(w - п_}+ 

+ W': pk' W.:k,_pG-k(W.:.... ЩGk,(П_ - W - wо)G_р(П_ - W)] , (49) 

где Gp(w), G;(w) и Gp(w) - фурье-образы аномальных и соответственно нормальной 
причинных функций Грина бозе-конденсированных экситонов, определенных следую­

щим образом: 
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Gp(t - t'} = -i(ТtQр(t}Q;(t'}), 

G~+)(t.- t'} = -i(ТtQ~~(t}Q~''')(t'}). 
(.5 О} 

Таким образом, мы получили выражение для элемента В-матрицы, соответствую­

щего двухфотонному испусканию с когерентной двухэкситонной рекомбинацией исходя 

непосредственно из гамилътониана взаимодействия экситонов с электромагнитным по­

лем и гамилътониана экситон-фононного взаимодействия (44). Аналогично могут быть 
получены элементы В -матрицы, соответствующие КРС с когерентной двухэкситонной 

рекомбинацией (или рождением). 

В общем слуу:ае формула (49) не может быть приведена к соответствующему вы­
ражению (12), полученному с помощью эффективного гаМИЛЪТQниана (3). Ниже мы 

найдем условия, при которых это возможно, а также выведем выражение для L~q' 
Рассматривая индуцированное двухфотонное испускание при условии I~ - 0_1 « 

. « ~o, получаем 

ТА;'А;(Р} = DA;DA;' [W;_P,kW;_q,k,Gk(-~О}Gk'(-~О}Gр-q(~ - О_}+' 
+ W":k,p_q W..:k',q_pG-k(.:....~О}Gk'(~О}G;_р(~ - О_}+ 

+ W;_p,kW":k',q_pGk(-~О}Gk'(~О}Gq-р(~ - О_}+ 

+ W":k,p_q W;_q,k,G-k(-~О}Gk'(-~О)Gр-q(О- - ~}+ 

+ W":pk' W;kGk'(-~О}Gk(-~О}G_р(~ - О_}+ 

+ W":k'pW":k,_pG-k(-~О}Gk'(~О}G;(~ - О_}+ 

+ W":k'pW;kGk(-~О}Gk'(~О}Gр(~ - О_}+ 

+ W":Pk,W":k,_pG-k(""~О}Gk,(-~i}G-р(О- - ~}] . (51) 

в рамках приближения (19) для запаздывающей нормальной функции Грина имеем 

G:(~} = -21Гinо(Т}орО(~} + G~R(~}, 

,R _ ~ +~p 
Gp (~) - (1 - Ор) (~_ €p + iГр/2)(~ + €p + iГр/2} ' 

(52) 

откуда может быть получено выражение lfIЯ Gp (~). Аномальная функция Грина G p(~}, 
определенная выражением (50), связана 4 гриновской функцией дp(~} (см. определе- . 

. ние (8), а также формулы (15) й (21}) соотношением дp(~) = -21Гinо(Т}Орб(~} + дp(~}. 
Сравцивая аномальную и нормальную функции Грина при ~ = ~O' при ~O > ~A; 

имее'м Gk(~O)/Gk(~O) « 1. в этом сЛучае для элемента матрицы рассеяния (51) полу-
чим следующее выражение: • 

. Tk'k(P) = DkDk' [W;_P,kW;_q,k,Gk(-~О}Gk'(-~О}Gр-q(~ - О_}+ 

+ W": pk' W;kGk'(-~О)Gk(-~О)G_р(~ - 0""7}] , (53) 
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Сравнивая/полученное выражение с формулой (12) в разд. 2, для эффективного 
.элемента экситонной рекомбинации L;q имеем 

D W* L> = -i q pq 

pq ""~ 
(54) 

Аналогично MOryr быть получены выражения и для остальных матричных элементов 

экситонной рекомбинации, входящих в эффективный гамильтониан (3). 
Итак, рассмотрение ИlЩYUированного двухфотонного испускания, сопровождаю­

щегося когерентной двухэкситонной рекомбинацией, с помощью эффективного га­

мильтониана (3), в котором L;q дается выражением (54), справедливо, если падающий 
свет удовлетворяет условиям 1"" - 0_1 ~ ""~ и ~k ~ ",,~. При этом матричный эле­
мент (54) не зависит от температуры, а (""L) совпадает с эффективным матричным 
элементом F, соответствующим рекомбинации изолированного экситона с испускани­
ем оmическоro фонона ""о (см. [20])~ 

ПРИЛОЖЕНИЕ Б 

Икreнсивность JUOмннесценцнн бозе-конденснрованных ЭКСlПOнов 

Люминесценции бозе-КОНденсированных экситонов на частоте ",,' < 0_ соответ­
ствует экситонная рекомбинация, сопровождающаяся рождением боголюбовской ква­

зичастицы. с энергией Е(Р[) = 0_ - ",,' в экситонной системе и передачей импульса 
отдачи оmическому фонону. Матричный элемент, соответствующий такой рекомби­

нации, есть 

L = L:~kVPL Jnp~ + 1, 
I 

[ ( 1&.1'1) ]-1 np~ = ехр т - 1 , 

(55) 

где &.1' = ",,' - 0_, a'i = 1&.1'I/(T). 
Используя золотое правило Ферми, получим интенсивность люминесценции бо­

зе-КОНденсированных экситонов с передачей импульса отдачи оптическому фонону 

1:(""') на частотах ",,' < 0-: 

(56) 

Люминесценции бозе-КОНденсированных экситонов на частоте",,' > 0_ соответ­
ствует экситонная рекомбинация, сопровождающаяся исчезновением квазичастицы с 

энергией Е(р[) = ",,' - 0_ и передачей импульса отдачи оmическому фонону. Ма­
тричный элемент, соответствующий такой рекомбинации, получается из (55) путем 

замены Vp~ "'np~ + 1 --+ J1 + V;~.j'f'ii{. Интенсивность люминесценции на частоте 
",,' > 0_ получается из формулы (56) путем замен a'r, --+ -a'r, и cth(I&.1'1/2T) + 1 --+ 
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-+ сth(lш'I/2Т) - 1. Таким образом, выражение, дающее интенсивность люминесцен­
ции бозе-конденсированных экситонов на ПРОИЗВОЛЬНОЙ частоте (J)' =f Q_, имеет сле­
ДУЮЩИЙ вид: 
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