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в рамках кваэипотенциальноro метода получена полная величина вющда порядха 

(Z a)6т~ 1т" В спектре·энергии состояний n38. мюония. Численное значение вычислен­
ной поправки для интервала 238._138. тонкой структуры мюония составляет 0.19 МГц. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Исследование тонкой структуры мюония И позитрония предстамяет собой одну 

из основных проверок квантовой электродинамики, чувствительную к радиационным 

поправкам высокого порядка по а [1]. Вычислению различных вкладов в тонкую струк­
туру уровней энергии водородоподобной системы посвящены многочисленные работы 

(2-5], и интерес к этой задаче не ослабевает [6-9]. Достигнутый в последние годы про­
гресс в вычислении логарифмических вкладов вида а6 1п а в интервалах тонкой структу­
ры позитрония (238,-138" 238,~23PJ) [10-12] не снимает, тем не менее, необходимость 
расчета поправок более высокого порядка О(а6) [13]. Поправки вида (Za)6тIlт2 к 
8-уровням энергии атома водорода исследовались в ряде работ [6-8] в рамках различ­
ных подходов к проблеме связанных состояний, но, как было отмечено в [9], некоторое 
расхождение в результатах расчета поправок указанного порядка в тонкой структуре во­

дородоподобного атома пока сохраняется. Развитие экспериментальных методов, осно­

ванных на бездоплеровской двухфотонной спектроскопии, позволило измерить интер­

валы «большой» структуры в мюонии И позитронии [14-16]: 

ЕеО;Р(238 _138) = {1233607218З± 10.7 МГц, 
Ь. Р. , , 1233607216.4 ± 3.2 МГц, (1) 

(2) 

Частота двухфотонного бездоплеровского перехода 18-28 в атоме водорода, так 
же как и сверхтонкое расщепление основного состояния атома водорода, предстамя­

ет собой величину, измеренную экспериментально с высокой степенью точности [13]. 
Поскольку а-' = 137.0359979 (32), отношение масс мюона и электрона т,../те = 
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= 206.768259 (62), и вклад вида (Zaim;/m!, в случае мюония может достигать вели­
чины порядка 1 МГц. Поэтому уменьшение экспериментальной погрешности изме­
рения тонкой струюуры мюония до нескольких МГц (также как и для позитрония), 

планируемое в ближайшее время1), делает расчеты поправок указанноrо порядка по а 
и те/т!, весьма а~альными. В данной работе мы провели исследование поправок, 

. связанных с отдачей ядра, имеющих порядок (Za)6m1 / m2 , в тонкой структуре мюо­
ния. В работе [17] были вычислены аналогичные вклады в сверхтонком расщеплении 
мюония. Существует много подходов для описания релятивистских спектров энергии 
двухчастичных связанных СОСТОЯНИй в квантовой электродинамике [2,3,13,18-20]. Все 
эти подходы отличаются организацией вычислений: уравнением для описания двух­

частичной системы, способом построенЩI оператора взаимодействия частиц, степенью 

сложности в получении поправок определенной точности в уровнях энергии. Но все 

методы описания спектров энергии дают эквивалентные результаты в фиксированном 

порядке теории возмущений по малым параметрам а, ml/m2' Наши вычисления осно­
ваны на локальном квазипотенциальном уравнении шредингеровского типа [21] 

(3) 

где Ь2 = Ef - тт = Ei - т~, PR = E1E2/M - релятивистская приведенная масса, 
М = Е1 + Е2 - масса связанного состояния, ml, т2 - массы электрона и мюона. В 

качестве исходного приближения квазипотенциала V (р, q, М) для связанной системы 
(е-р+) мы выбираем обычный кулоновский потенциал. На основе уравнения (3) в [22] 
были определены релятивистские поправки та6 в тонкой струюуре спектра позитро­
ния, обусловленные однофотонным взаимодействием с учетом вершинных поправок и 

поправок в фотонном пропагаторе, двухфотонным обменным взаимодействием и вто­

рым порядком теории возмущений. 

Прежде всего, вклад 

(4) 

имеющий порядок (Za)6m1 / m2, возникает из условия квантования уровней энергии 
для кулоновского взаимодействия 

(5) 

преобразованного для энергии связи В данной системы. 

2. ВКЛАД ОДНОФОТОННОГО В3АИМОДЕЙcrвия В ТОНКУЮ crpyктypy 

Основной вклад в энергетический спектр двухчастичного связанного состояния дает 

однофотонное взаимодействие. Построение Квазипотенциала однофотонного взаимо­

действия в системе двух спинорных частиц подробно исследовалось в работах [22,23]. 

1) Мы благодарны С. Н. Багаеву за обсуждение данного вопроса. 
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Отметим, что при этом удобно использовать релятивистский проекционный оператор 
на состояние 3 SI 

(6) 

где.Рl, р2 - 4-импульсы электрона и мюона в начальном состоянии, еР - вектор поля­

ризации мюония. Проводя разложение всех релятивистских множителеi1 по двум малым 

параметрам Ipl/тl,2 (Ipl '" Za - импульс относительного движения частиц) и тl/т2 
(отношение масс электрона и мюона) с целью выделить вклад шестого порядка по Za 
и первого порядка по тl/т2, мы можем записать выражение для оператора взаимо­
действия частиц в координатном представлении в виде 

Vl(r) = - Za _ JLR(Za)2 (1 t 2~1) _ ~(rV) (1 + 4т1 ) _ 
Т' ;2тfr2 т2 4тfrЗ т2 

rrZa Zab2 
- --8r-.-- =Vc(r) +l\Vj(r). (7) 
3тlт2 тlт2Т 

Необходимо отметить, что часть квазипотенциала (7) l\V1 вместе с условием кван­

тования (5) правильно воспроизводит известный энергетический спектр S-СОСТОЯНИЙ 
мюония с точностью О(а4) [13,20]. В нашем подХоде члены квазипотенциала l\V1 дают 
также поправки О(а6) в спектре энергии. Это связано с зависимостью релятивистской 
приведенной массы JLR, а также Ь2 от а. Усредняя (7) по кулоновским волновым Функ-

. ЦИЯМ [24] и выделяя необходимые слагаемые, мы получаем 

(8) 

Квазипотенциал однофотонного взаимодействия содержит также ряд других чле­

нов, которые приводят к поправкам", (Za)6 в спектре энергии. Они получаются при 
построении Vj'Y С точностью до членов IpI4/тt,2' IqI4/тt,'2 и имеют вид 

Переходя к расчету поправок", (Za)6 от членов квазипотенциала ~ \/2, заметим, что 
ряд слагаемых ~ \/2 приводит К расходящимся интегралам в спектре энергии. Причина 
этой расходимости заключается в использованном выше разложении по Ipl/тl,2 при 
построении ~\/2. Типичный расходящийся интеграл имеет вид 

Релятивистская поправка порядка а6 в этом случае определяется вычетом подынте­
гральной функции в полюсе волновой функции 'Фns(Р) [18]. Результат вычисления этого 
интеграла для произвольного главного квантового числа n имеет вид 
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J ~ L.I. () = - [3 + 2(n - 1)(n + 1)] 2.1. (= О) 
(2 )3 2 'f'nS Р 2 а 'f'nS r . 

7г JLR . n 
(10) 

Используя (10) при усреднении АУ2, мы вычислили релятивистские поправКи требуе­
мого порядка для уровней с произвольным значением главного квантового числа n: 

где 'Ф(z) = dlnr(z)/dz, С = 0.5772156649 ... - константа Эйлера. 

3. ВТОРОЙ ПОРЯДОК ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ 

Поправка второго порядка теории возмущений в спектре энергии мюония опреде­

ляется в нашем случае суммой двух членов [25]: 

Квазипотенциал (7) явно зависит от энергии связи В (множители Ь2 и JLR). Имея ввиду, 
что с нужной точностью дЬ2/дВ = 2JL, представим вклад первого слагаемого (12) в 
спектр энергии в виде 

, 

В - ( CI 11"1 С){ claAV!I.I.c) _ mI(Z )6 1 А 4 - 'Фn Ау! 'Фn 'Фn дВ "'n - - а 5' 
т2 n 

(13) 

Второй член в (12) определяется редуцированной нерелятивистской кулоновской функ­
цией Грина [19,26-31], парциальное разложение которой имеет вид 

Gn(r,r',B) = L9n l(r,r',B)Yim(n)Yj;"(n'). (14) 
I,m 

Радиальная функция 9nl(r, т', Вn) была получена в [31] в виде штурмовского разложения 
по полиномам Лагерра. Приведем ее выражение для S-состояния: 

9nО(Т, т', Вn ) = - 4Z:J..l2 [е-<Ж+Ж'J/2 f: 
т-!,т1n 

L~_!(x)L~_!(x') + 
т(т-n) 

+ ..!.. (~+ x~ + x'~) e-<ж+ж'J/2L! (x)L! (Х')] n2 2 дх дх' n-! n-! , 

где х = 2J..lZar/n, L': - обычные полиномы Лагерра, определяемые формулой 

(15) 

(16) 

Редуцированная кулоновская функция Грина (РКФГ) (15) зависит от двух переменных r 
и т', но при расчете поправок в (12) с б-потенциалом необходимо знать РКФГ при r = О. 
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Выражение для РКФГ в этом случае может быть получено с помощью представления 

Хостлера для кулоновской функции Грина в [32] в результате вычитания полюсного 
члена: 

Z 2 n-l ()n-s 1 - _ а/1 -х/2,"", -х n. 
Gn(r,O, Вn) - ---е L...,; 1 [( _ )1]2 Х 

n7Гх 8-0 В. n в. 

х {(n - э) [ф(n + 1) - 2ф(n - S + 1) _ 2(n - Sin+ 3 - х + lnx] + 1} . (17) 

В отличие от [32], формула (17) не содержит свободной двухчастичной функции Гри­
на G/(r) ::::;: _/1Rе-ZС<l-'л r /27ГТ, определяющей итерационную часть квазипотеНЩfала. 
Ее вклад в спектр энергии будет получен отдельно. Рассмотри~ в качестве примера 

расчет энергетической поправки во втором порядке теории возмущений, определяемой 

б-потенциалом и членом AVj сх 1/т2 . Этот вклад можно представить в виде 

5(Z )6 n 1 
БВ::::;: _ /1 а '""'(_l)k n. х 

3тlт2n4 L...,;k (n - k)!(k!)2 
=1 

00 

х J xk-1e- x L;_I(x)dx {k[Ф(n + 1) - 2ф(k + 1) - 2k +2~ - х + lnx] + 1}. (18) 

о 

Выражение (18) содержит интегралы двух типов со степенной и логарифмической 
функциями соответственно. Вычисляя первый интеграл по переменной х, 

00 _ J k-I -Х I _ (k - О!Г(n + 1 - k) 
11 - Х е Ln_l(x)dx - (n _ 1)!Г(2 _ k) , (19) 

о 

виДим, что в сумме по k остается только одно слагаемое с k::::;: 1. Второй интеграл в (18) 
00 

J k I I (2 - k)n_Ir(k) . 
12::::;: Х - lnxe- x Ln_l(x)dx ::::;: (n _ 1)! [ф(k) + ф(2 - k) - ф(n + 1 -: k)] (20) 

о 

приводит к сумме следующего вида: 

где 

~(_I)k ф(2 - k)(2 - k)n-I ::::;: _ n - 1 + С 
L...,; (n - k)!k! n' 
k-l 

С::::;: Нт [-ln n + ~ ~] ::::;: 0.57721566 ... 
n ..... оо L...,; m 

т-l 

- постоянная Эйлера. Учитывая также, что 

1· Г(n - k) ::::;: (_I)n-l( _ 1)1 
1т (1 k) n., k-n r -

мы окончательно получаем следующее выражение для поправки (18): 

mi 6 1 
БВ::::;: --(Za) -(4n + 9). 

6т2 n4 
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. Таблица 1 
Вклады второго порядка теории возмущений, определяемые РКФГ н 

квазипотенциалом (7), в единицах (Za)6mUm2 

~Vl 
ZOtb2 _ (ZOt)2J.LR (1+ 2m l ) _ ZOt(r\7) (1+ 4т! ) _ 7ГZOt Б(r) ---

2r2mf т2 . 4mfr3 т2 3mlm2 mlm2r 

ZOtb2 2-n 2n2 - 5n + 1 --- -
~ 4n6 

-
mlm2r 

_ (ZOt)2J.LR (1 + 2m l ) 2-n 2n +3 n 2 + 3n - 1 4n+9 

~ 2rТ 
- ---

2mfr2 т2 4ns 6n4 

_ ZOt(r\7) (1+ 4т! ) 2n2-5n+1 n 2+3n-l n(n-l)(n+l) n 2-6n+8 
- - -

4mfr3 т2 4n6 4ns 24n6 12ns 

_ 7ГZOt Б(r) 4n+9 n 2 - 6n + 8 
- -~ - -

3m lm2 12ns 

Аналогично проводятся вычисления вкладов других членов квазипотенциала (7) во 
втором порядке теории возмущений с помощью (12), (15), (17). Результаты этих расче­
тов представлены в табл. 1. Слагаемые квазипотенциала .1Vt выписаны здесь в первой 

стРоке и в первом столбце. Величина второго интеграла в (12) с различными члена­
ми .1Vt в единицах (Za)6mUm2 представлена на пересечении соответствующих строк 
и столбцов. Полный вклад редуцированной кулоновской функции Грина без учета Gf 
в спектр энергии равен 

в (25 3 49 3 ) mf(Za)6 
.1 5 = - 24 - :;;: - 24n2 + 2nЗ m2nЗ (24) 

Рассмотрим теперь опущенный в РКФГ (17) вклад свободного двухчастичного про­
пагатора в поправку дВ(2). Расчет соответствующей поправ)<И в спектре энергии удобнее 
выполнить в импульсном представлении. Име~ ввиду, что ' 

f _ (2'л}б(р - q) 
G (р, q, М) - Ь2/2 2/2' J.LR -р J.LR 

(25) 

а б-член квазипотенциала (7) уже содержит массу мюона в знаменателе, мы можем пред­
ставить необходимую поправку итерационного типа следующим образом: 

_ 2J.L(Zа)21Г2'Фns(0) J dp [Pk р2 + W 2] , dq 
I!J:B6 - 3m2mj (21Г)З 'Фns(Р) k2 - k2 (27Г)З(q2 + W2)' (26) 

где w2 = J.t~(Za)2 /n2. Расходимость этого интеграла такая же, что и в (10). Используя 
фейнмановскую параметризацию и подстановку (10) при вычислении (26); мы получаем 

mf(Za)6 ( 1 2ln2 2 2 n ) 
.1В6=- -------(-1) [С+'Ф(n)-l] . 

12т2 nз nз n 4 nЗ 
(27) 
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4. ДВУХФОТОННОЕ ОБМЕННОЕ ВЗАИМОДЕЙСГВИЕ 

Амплитуда двухфотонного обменного взаимодействия представлена на двух диа­

граммах на рис. 1. Соответствующие этим диаграммам операторы взаимодействия час­
тиц имеют вид 

(28) 

V(b)( ) = i(Za)2 J !2(k, ml, т2)d4k (29) 
2")' р, q ·7r2 [(k - р)2 + iE][(k - q)2 + iE]De(k}D~(P - q - k)' 

2 10 10 10 2 
!2(k, ml,m2} = m2(4ml + 2ko} - 2mlkO - 6ko + зрk + зqk + зk , 

\ . 
D~(p - q - k} = k2 + 2E2ko + 2k(p + q} - (р + q}2 + ь2 + if ~ 2m2kO + if. 

Основной вклад V2, В спектр энергии IX a S• Поправки порядка (Za)6 также могуг 
появляться в уровнях энергии, если учесть, например, вклад фотонных полюсов, когда 

ko·"-J а, Ipl "-J а, Iql "-J а, Ikl "-J а. Чтобы.выделитьэти члены, преобразуем произведение 
электронного и мюонного знаменателей в прямой двухфотонной диаграмме следующим 
образом: 

Dе(k)D~(-k) 
(30) 

где слагаемое "-J 8(ko} в правой части (30) сокращается с итерационным членом квазипо­
тенцИала. Первое слагаемое в квадратных скобках имеет такую же струю;уру в главном 

Рис. 1. Прямая и перекрестная диаграммы двухфотонного обменного взаимодействия 
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порядке по 11т2, что и пере крестная амплитуда. В результате квазипотенциал двух­
фотонноro взаимодействия, приводящий к необходимой поправке (Za:)6mIlm2, будет 
иметь вид 

V; ( ) = 2i(Za:)2.J. d"k[4k2 + 5k(p + q) - 6kб] (31) 
2")' p,q 31Т2 [(k _ р)2 + it][(k - q)2 + it]DeOc)(2m2kO + it)' 

Вклад V2")' в спектр энергии бьm получен отдельно для n = 1 и n = 2 с помощью 
системы аналитических вычислений «Mathematica» [33] (пакет feynpar.m), и соответ­
ствующие результаты имеют вид 

n = 1, 
(32) 

n = 2. 

S. ТРЕХФОТОННОЕ ОБМЕННОЕ ВЗАИМОДЕйcrВИЕ 

Всего имеется шесть диаграмм, показанных на рис. 2, которые определяют ампли­
туду трехфотонного обменного взаимодействия в мюонии. 

Рассмотрим первую из диаграмм на рис. 2.· Соответствующая ей амплитуда име­
ет фактор а:6 , который возникает благодаря вершинам электромагнитного взаимодей­
ствия и кулоновским волновым функциям. Поэтому на первом этапе вычислений мы 

пренебрежем векторными импульсами относительного движения электрона и мюона в 

начальном и конечном состояниях, имея ввиду, что необходимая точность вычислений 

уже обеспечена. Тогда амплитуда первой из диаграмм рис. 2 имеет вид 

где De,!-,(P) - знаменатели пропагаторов электрона и мюона: 

Рис. 2. Диаграммы Фейнмана, определяющие трехфотонное обменное взаимодействие 
в системе (е- J.L +) 
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(34) 

а угловые скобки обозначают усреднение по дираковским биспинорам; Р1, Р2 - 4-им­
пульсы частиц в начальном состоянии, q\, q2 - В конечном состоянии. Множитель Z а, 
как Bcerдa, подчеркивает обменный характер фотонного взаимодействия между части­

цами. Пропагаторы обменных фотонов выбирались в ковариантной калибровке Фейн­

мана. Использование кулоновской калибровки, как известно, является наиболее есте­

ственным для обменных фотонов, так как кулоновское взаимодействие доминирует в 

системе (е- J.L+). Тем не менее, в работе [17] была показана эквивалентность кулон6в­
ской и фейнмановской калибровок для расчетов трехфотонных диаграмм в приближе­

нии рассеяния. для построения квазипотенциала по ам:плитуде Tt-r, описывающего 
взаимодействие в системе (е- J.L+) с L = О и J = 1, введем в начальном и конечном со­
стояниях проекционный оператор (6), положив, кроме того, р = q = О. Использование 
(6) позволяет избежать громоздкого перемножения матриц в биспинорных свертках и 
сразу перейти к вычислению общего следа в (33). В результате квазипотенциал первой 
обменной диаграммы можно представить в виде 

fl1(P,P') = 2m\р12 + Рор,2 + 10m\рр' + 2рорр' + 2p~pp' + 
+ 2m1р2 + p~p2 + 6mipo + 6mip~ + 4m1Р5 + 4m\P~2 - 4m\Pop~. 

в (36) мы оставили только члены, пропорциональные m~ и m2, имея ввиду полу­
чение вклада в тонкую структуру мюония В лидирующем порядке по параметру m1/m2' 
Как станет ясно из дальнейшего, мы не можем ограничиться в F(p, р') лишь членами 
сх m~. Квазипотенциапы остальных пяти амплитуд строятся аналогично. Они отли­
чаются друг от друга зависимостью от импульсных аргументов в мюонных знаменате­

лях и видом функций fi1 (i = 1, ... ,6). Слагаемые Fi(P,p'), пропорциональные m~, во 
всех шести амплитудах совпадают. Заметим, что при замене € -+ /5 В проекционном 

операторе (6) (состояние 1В0 ) мы получаем такую же функцию f12(P,P'), что и для 3В1 -
мюония. Это означает, что сверхтонкое расщепление в мюонии возникает как эффект 

более высокого порядка по m1/m2' Функции fi1 равны 

121 = -10m\р,2 - 5Рор,2 + 10m\рр' + 4рорр' - 4p~pp' + 2m1р2 + 4p~p2112pomi -
- 6mip~ + 4m\Р5 + 8m\pop~ - 8m\P~2 + 4pbp~, (37) 

fЗl = 2mip'2 + 4рор12 + 10mlРР' - 4рорр' + 4p~pp' - 10mlр2 - 5p~p2 -

- 6mipo + 12mip~ - 8mlР5 + 8mlPop~ + 4mlP~2 + 4pop~2, (38) 

f41 = 2тlр,2 + рор,2 - 2mlРР' + 4рорр' + 2p~pp' - 10m1р2 - 8рЬр2 - 12mipo + 
+ 6mip~ + 4mlP~ - 4m\Pop~ + 4mlP~2 - 8p~p~, (39) 
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/51 = -IОт1р,2 - 8Рор,2 - 2mlPP' + 2РоРР' + 4p~pp' + 2mlp2 + p~p2 + 6т;Ро -
- 12mIP~ + 4mlP~ - 4mlPOP~ + 4mlP~2 - 8p~2po, 

; - 10 ,2 5 '2" , 4 ' 4' , 10 2 5' 2 J6t - - mlP - РОР - .t.mtpp - РоРР - РоРР"'" mtp - РОР -
6 2' 8 2 4 ' 8 ,2 - mlPO - mlPo - mlPOPo - mtpo· 

(40) 

(41) 

Подынтегральное выражение в (33) имеет простые полюсы по переменным Ро, Ро 
в электронных, мюонных и фотонных пропагаторах. Поэтому наиболее естественный 

способ интегрирования в (31) состоит в вычислении интегралов по энергиям Ро,Ро на 
начальном этапе с помощью теории вычетов. Такой способ расчета ведет, тем не менее, 

к довольно сложным промежугочным выражениям, что делает их дальнейшее аналити­

ческое интегрирование по пространственным импульсам Р, р' весьма проблематичным. 

Поэтому мы использовали другой подход для интегрирования в (33), связанный с пре­
образованием знаменателей мюонных пропагаторов, имея в виду необходимую точность 

расчета по mt/m2' Считая, что пространственный импульс движения мюона в проме­
жугочном состоянии 'Рl < т2, получим 

DIJ.(P) = р2 - w2 + 2т2Ро ~ 2т2 (Ро - p22:~2 + i~) :~ 2т2<Ро + щ, (42) 

где второе приближенное равенство означает, что мы пренебрегаем кинетическ~й энер­
гией мюона в промежугочном состоянии. При этом предполагается, что контур ин­

тегрирования 1'ю ро замыкается в нижней полуплоскости. Рассматривая в числителях 

шести амплитуд члены, пропорциональные т~ (функция Л2(Р,Р'», мы приходим к не­
об~одимости преобразования суммы членов с мюонными знаменателями (30). Исполь­
зуя при этом второе приближенное равенство из (42), мы получим 

в спектре энергии эти слагаемые приводят к поправкам порядка а4 , которые сокра­
щаются с аналогичными членами из итерацио~ных слагаемых квазипотенциала .. Следо­
вательно, для расчета интересующих нас вкладов порядка а6 необходимо использовать 
первое приближенное равенство в (42). Рассматривая разность 

1 1 (р2 + w 2) 

2т2 (РО - (р2 + W2)/2m2 + it) - 2т2(РО + it) ~ 4т~(po + it)2' 
(44) 

представим величину 1/ D IJ. (р) В виде 

1 1 (р2 + w 2) 
-- ~ + -:-~---:'~ 
DIJ.(P) 2т2(РО + it) 4т~(po + it)2' 

(45) 
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Второе· слагаемое в (41) имеет более высокий порядок по ml/m2 по сравнению с первыI,' 
но дает поправку необходимого порядка по а. Используя представление (45), выделим 
из суммы членов (43) слагаемые необходимого порядка по а'. Они имеют вид· 

(р,2 + w 2) [27ri8(P~) _ 27ri8(p~ - Ро) _ 27ri8(Po)] + 
8m~ (Ро + iE)2 (ро + iE)2 (РЬ + iE)2 

+ (р2 + w2) [-21Гi8(р~) _ 21Гi8(р~ - Ро) + 21Гi8(РО)] + 
8m~ (ро + iE)2 (ро + iE)2 (p~ + iE)2· 

+ - + - . (р - р')2 + w2 [ 27ri8(pQ) 21Гi8(рь - Ро) 27ri8(po) ] 
8m~ <ро + iE)2 (Ро + iE)2 (Рь + iE)2 

(46) 

Из явного вида амплитуд трехфотонного взаимодействия типа (33) следует, что чле­
ны (46) дают в спектре энергии поправки необходимого порядка по а. Поправки того 
же порядка по ml/m2, что и (46), возникают от членов квазипотенциала, содержащих 
функции fil (р, р'), если при этом для мюонных знаменателей использовать второе при-

. ближенное равенство в (42). Чтобы сделать заключение о порядке вкладов в спектре 
эн~ргии, определяемых этими членами квазипотенциала, полезно выполнить с ними 

ряд преобразованиЙ. Для определенности рассмотрим в функциях fi1(P,p') безмассо­
вые слагаемые сх р2 , р,2, рр': 

3р2 [_1_ + 1 _ 1 _ 1 ] + 
DJ.'(p) DJ.'(-p) DJ.'(p - р') DJ.'{p' - р) 

',2 [1 . 1 1 1] 
+3р DJ.'{-p') + Dp.(P') - DJ.'(P' - р) - DJ.'{p - р') -

-6рр' [ 1 + _1_ + 1. + _1_ _ 1 _ 1 ] ~ 
DJ.'(-p') DJ.'(P') DJ.'{-p) DJ.'{p) DJ.'(P' - р) DJ.'(p - р') 

3 2 3 й 
.~ 2 Р [-21Гi8(ро) + 21Гi8{ро - p~)] + 2Р [-21Гi8(р~) + 21Гi8(ро - p~)] -

m2 m2 

- 62РР' [-21Гi8(ро) - 21Гi8(р~) + 21Гi8<Ро - рЬ)]. (47) 
m2 

Аналогично выполняются преобразования и других членов из функций fil (Р, р'). 
Следующий этап вычислений заkлючается в интегрировании выражений типа (46), (47). 
Типичный двухпетлевый интеграл, .возникающиЙ при этом, имеет следующую струк­

туру [17]: 

К={4 )2Jd4Pd4p' Gi{p~,PO,ml)P{p,P',w) (48) 
i _ 1г -(21Г)8 (р,2 _ w2 + iE)[(p _ р,)2 + Щ(р2 - w2 + iE)De(P')De(P)' 

где Gi(Pb,po, ml) обязательно содержит одну 8-Функцию, а Р(р',р, w) - полином. При 

расчете (48) мы использовали фейнмановскую параметризацию для объединения зна­
менателей пропагаторов частиц и свойства симметрии интеграла при замене р _ р'. в 

настоящей работе возникает следующий набор функций Gi(pb,po,ml): 

(49) 
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Таблица 2 
Двухпетлевые интегралы Ki (48) трехфотонных обменных диаграмм, возникающих при 

расчете тонкой структуры мюония 

р2(рр') (рр')2 р'2(рр') w2(pp') 

К, 
1 1 1 

21п2 - - 21п2 - ..;. 21п2 - - о 
2 2 2 

р2(р'2 _ рр') рр,(р,2_ рр') W2(p'2 _ рр') W2p2 

К2 ~ln т, _ ~ ~In т, _ 13 5 2 
2 2w 32 4 2w 32 32 3 

р,2 рр' р2 w 2 

Кз 
1 т, 1 1 т, 1 1 

- -In- --' -1п- --
4 2w 4 2 2w 8 8 

К4 
1 т, 1 1 т, 1 1 
-1п-·- -- -In- -- -
2 2w 8 4 2w 4 8 

К5 lп2 
1 

lп2 -- lп2 О 
2 

Расчет интегралов типа (48) с рядом функций Gi И Р проведен в [17]. Результаты 
вычислений базисных интегралов (48), которые возникают в данной работе при расчете 
тонкой структуры, представлены в табл. 2. Тогда вклады, определяемые выражения­

ми (37)-(41), (46) будут соответственно равны: 

БВЗ"f = _~(Za)6тi 
, 2 т2' 

(50) 

(51) 

.Инфракрасные» логарифмы lп w, содержащие массу фотона (см. таблицу интегра­
лов К;), введенную в (48), которые возникают в промежуточных выражениях, взаимно 
сокращаются в поправках БВ~"f, бвi"f. 

Рассмотрим теперь слагаемые квазипотенциала, содержащие импульсы относи­

тельного движения частиц в начальном и конечном состояниях, которые обозначим 

г, и Г2. ИХ учет приводит к следующим добавкам в функции !i': 

(52) 
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Учитывая свойства симметрии возникающих интегралов при одновременной замене 

переменных р +-4 р', Тl +-4 Т2, получаем, что интегралы выражений (52)-(56) взаим­
но сокращаются. Поэтому вклад относительного движения частиц в тонкую структуру 

в рассматриваемом порядке по тl/т2 равен нулю. Таким образом, полная величина 
поправки (Za:)6mUm2 от трехфотонных обменных диаграмм для В-состояний водоро­
доподобной системы равна сумме выражений (50) и (51): 

ДВв = 8В3'У + 8В3'У = (Za:)62-~ (61n2 _ 35) . 
1 2 n 3 тlт2 48 

(57) 

6. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

в данной работе в рамках диаграммного квазипотенциального ПОдХода мы прове­

ли расчет всех возможных поправок порядка (Za:)6mUm2 для nЗ Вl -уровней энергии 
'водородоподобной системы, необходимых для сравнения с экспериментально измеряе­

мым интервалом 23 Вl -1 3 Вl (2). Подчеркнем, что Э1И поправки отличаются от поправок 
соответствующего порядка в лэмбовском сдвиге атома водорода [13]. Наш полный ре­
зультат, определяемый суммой членов АД (4), (8), (11), (13), (24), (27), (32) и (57), 
равен 

( 91 545 17 37 187 ) mf<Za:)6 
!J.Btot = 12 ln 2 - 144 - 6n - 36n2 + 96n3 т2n3 + €11.' 

(58) 

{ 

_ 23mf(Za:)6 

12т2 ' 
€11. = 31mI(Za:)6 

- 128т2 ' 

n = 1, 

n =2. 

Численное значение полученного вклада (58) для интервала «большой» тонкой 
структуры мюония 2351-1351 составляет 0.19 МГц. Ранее расчет поправок (Za:)6mUm2' 
связанных с отдачей ядра, для 5-уровней атома водорода бьш выполнен в [6-9]. Полу­
ченный с помошью формулы Брауна в работе [8] полный вклад необходимого порядка 
в энергетический спектр 5 -состояний имеет вид 
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Первое слагаемое в этой формуле, которое содержит нетривиальную зависимость от 

главного квантового числа, было получ~но разными авторами на основе разных подхо­

дов [6-9]. В подходе, основанном на формуле Брауна, этоТ вклад выделен и определяет­
ся однофотонным кулоновским обменом. В нашем подходе, использующем локальное 

ква3ипотенциальное уравнение (3), поправки такого тиryа возникают как из квазипотен­
циала однофотонного обмена, так и из квазипотенциала двухфотонного обмена, а также 

во втором порядке теории возмущений. Сравнивая формулы (58) и (59), мы видим, что 
аналитическое выражение полученного нами вклада (58) несколько отличается от (59). 
Квазипотенциал 8 -состояний водородоподобного атома имеет следующую структуру: 

V(r) = Vj(r) + (O"t0"2)V2(r). 

в наших расчетах учитывлсяя как вклад первого слагаемого V(r) в спектр энергии, так 

и второй спин-зависимой части V~r). В работах [8,9] исследовался только вкладсла­
гаемого Vr(r), поэтому различие (58) и (59) вполне естественно, и наши результаты не 
противоречат [8,9]. В определенной степени полезно сопоставить численные значения 
поправок (58) ,и (59) для уровней мюония с n = 1 и n = 2. Они составляют соответ­
ственно для n = 1: -0.212 МГц, -0.065 МГц; для n = 2: -0.021 МГц, -0.006 МГц. 
Вклад поправки (58) в интервал 28-18 атома водорода составляет 21.5 кГц, а значения 
аналогичных вкладов, полученных в работах [8,9], равны соответственно 6.6 кГц [8]; 
14.5 кГц [9]. 

в заключение авторы выражают глубокую благодарность А. С. Елховскому И 

М. И. Эйдесу за критические замечания и интерес к работе. Мы благодарны так­

же С. Г. Каршенбойму, Э. А. Кураеву, П. Лабеллу, В. А. Салееву, Р. А. Сенькову, 

И. Б. Хрипловичу за полезные обсуждения, Гротчу х., приславшему оттиск работы [6], 
Р. Мертигу за описание пакета FeynCalc. Работа выполнена при финансовой поддержке· 
Российского фонда фундаментальных исследований (грант N298-02-16185) и програм­
мы «Университеты России - фундаментальные исследования» (грант N2 2759). 
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