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Рассмотрено малоугловое мноroкратное рассеяние циркулярцо поляризовацных 

волн В неупорядоченной среде, состоящей из крупиомасщтабных (больше ДIIИt!Ы волны 

света) сферических частиц. Показано, что урilВнение ШIЯ четвертоro параметра Стокса 
V - разности ицтецсивностей лево- и правополяризованноro света - по виду ацалогич~ 
но скалярному уравнению переноса ШIЯ иятенсивности [, но в цем присyrcтвyет допол­
цителъцое «немалоугловое. слагаемое, ответствецное за процесс деполяризации. При ма­

лоугловом рассеянии света деполяриэующие столкновения происходят относительно ред­

ко, и в отличие от скалярного случая в задаче возникает еще один пространственный мас­

штаб - глубина деполяризации. Степенъполяризации и сnиралъностъ рассеянноro света 

вычислены для '!Исто упругого рассеяния и при наличии в среде поглощения. Показано, 

что при сильном поглощении деполяризация происходит уже после перехода к асимп­

тотическому режиму распространения излучения. Обсуждаются также закономерности, 

которые возниЮ\ют при сильном - неборновском - рассеянии на отдельной неодиород­

ности. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

В последнее время проблема исследования поляризационных свойств света, много­

кратно рассеянного в средах с крупномасштабными неоднородностями, вызывает боль­

шой интерес (см., например, [1-4]). Это, в частности, обусловлено различными прило­
жениями в диФФузионноti спектроскопии рассеивающих сред (суспензий, коллоидных 
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растворов и др.) [5,6] и в диаrностике биологических тканей [7,8]. Эксперименталь­
но [1,4] и методом численного моделирования [4] обнаружен ряд новых особенностей 

, f\ распространении поляризованного света в неупорядоченных средах. Однако теорети­

ческое рассмотрение многих аспектов этой проблемы до сих пор остается неполным. 

Как уже указывалось в [9], отсутствует теория деполяризации света при малоугловом 
многократном рассеянии. 

В развитие работы [9], посвященной исследованию поляризационных эффектов 
при распространении первоначально неполяризованного света, ниже рассматривается 

многократное рассеяние циркулярно поляризованных волн. Предполагается, что среда 

состоит из крупномасштабных (больше длины волны света) сферических частиц. Па­

раметры Стокса рассеянного излучения, вычислены как для чисто упругого рассеяния, 

так и при наличии в среде поглощения. Показано, что разность интенсивностей лево­

и правополяризованного света - четвертый параметр Стокса V - подчиняется урав­

нению, которое аналогично скалярному уравнению переноса для интенсивности 1, но 
учитывает как обычные, так и «деполяризующие» столкновения. Обнаружено, что при 

рассеянии на малые углы длина деполяризации ldep превышает транспортную длину 

упругого рассеяния 1tr. ПоЭтому при сильном поглощении (la < ltr, la - длина погло­
щения), когда распределение многократно рассеянного света на всех глубинах z остается 
сильно анизотропным [10, 11], разрушение поляризации происходит при очень боо:ьших 
z, уже после установления асимптотического [9-11] режима распространения света. В 
задаче, таким образом, в отличие от скалярного случая, возникает~ще один характер­

ный масштаб - глубина деполяризации. Обсуждаются также закономерности, которые 

возникают при сильном :.- неборновском - рассеянии на отдельной неоднородности. 

Из полученных в работе результатов следует, что по сравнению с угловым распреде­

лением излучения, измерение степени поляризации позволяет определить новые харак­

теризующие'среду параметры и может быть использовано при исследовании неоднород­
ных сред оптическими методами. 

2. ОБЩИЕ СООТНОШЕНИЯ 

Пусть на слой среды, состоящей из крупных (радиус а ~ ,.\) сферических рассеива­
телей по нормали к поверхности падает широкий циркулярно поляризованный световой 

пучок. Предполагается, что показатель преломления n отдельного центра мало отлича­
ется от единицы (In - 11 « 1) и однократное рассеяние происходит преимущественно 
вперед [13]. Ввиду азимутальной симметрии задачи четыре уравнения для параметров 
Стокса рассеянного излучения расцепляются на две независимые друг от друга системы 

уравнений [12,13]: ' 

{~:z + noutot } ( ~~:',~)'= 
- Jd' ( аl Ь1 cos{3 ) (I(Z,~'») (1) 
-по n blCOS{3' аlсоs{3соs{3'-а2siп{3siп{3' Q(z,~')' 

{~:z +'noutot}(~~;:~~) = 

= n J dn' (а2 соз {3 соз {3' - аl sin {3 sin {3' 
о Ь2 сщ{3 

- Ь2 cos{3') (u(z, ~'») 
а2 V(z,~') , 

(2) 
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где по - число рассеивателей в единице объема; (rtot'= (т + (Та - полное сечение ос­

лабления; и, иа - сечения рассеяния и поглощения; 

AII, А1. - амплитуды ОДНОIqJатноro рассеяния волн, поляризованных параллельно и 

перпендикулярно плоскости рассеяния; 

{3 - 1 2(1 - J.t2)(l - cos2 ф) 
cos - - 1 2~ , - cos .. 

. _ 2vr=7 (M~ - м' vr=7 соsф ) siпф 
sш{3 - 1 . 2 ~ , - cos 

cos~ = J.tJ./ + J(l - м2)(1- J.t'2)соsф, J.t = cosB, м' = cosB', Ф = I{J - <р'. 

Величины cos{3' и sin{3' получаются из cos{3, sin{3 заменой J.t и <р на м' и <р'. Еди­
ничные векторы п' = {sinB'cos<p',sinB'sin<p',cosB'} и n = {sinBcos<p,.sinBsin<p,cosB} 
определяют направление движения фотона до и после рассеяния. 

Граничное ус;ловие к уравнениям (1), (2) при ~диничной плотности потока падаю­
щего света имеет вид 

(g) . =. (~) 6(1- nno), 

V z-о,I'>О 1 

(3) 

где по - вектор внутренней нормали к поверхности среды. 

Решение уравнений (l) в малоугловом приближении было подробно изучено в [9]. 
Ниже основное внимание мы уделим обсуждению решения второй пары уравнений (2). 
Как и в [9], представляет интерес отдельно проанализироватъ случаи борновскоro 

(aln - 11 «л) и сиЛьного - неборновскоro (aln - 11 > л) - однократного рассеяния. 
для обоих случаев функции ai. Ь; (i = 1,2) известны и приведеНЬ1 в [13,14]. 

3. БОРНОВСКИЕРАССЕИВАТЕЛИ <aln -11 <: л) 

В борновском приближении амплитуды рассеяния AII(cOS,/,) и A1.(cos,/,) связаны 
между собой соотношением [13,14] 

(4) 

Поэтому для величин ai, Ь; справедливы формулы 

, 2 
Ь = IA 12 cos '/' - 1 

1 1. 2 ' (5) 

Из последнего равенства и Граничного условия (3) Следует, что третий параметр 
Стокса и тождественно равен НУЛI9, U == О, и поэтому система (2) сводится к одному 
уравнению: 
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(6) 

Согласно (5), дифференциальные сечения рассеяния в уравнениях для интенсив­
ности и четвертого параметра Стокса в области малых углов совпадают с точностью до 

слагаемых порядка "У2 включительно (а\ ~ а2), Поэтому, если выполнить .в уравне­
нии (6) обычную процедуру малоуглового разложения (т. е. удержать только слагаемые 
порядка (}2, (}'2 [9]), полученное уравнение будет совпадать со скалярным малоугловым 
уравнением переноса для Iscal. 

Как показывает анализ, такое приближение оказывается недостаточным. Если по­

ложить V ~ I scal , то степень поляризации 

(7) 

может превысить единицу, что заведомо неверно. 

Чтобы избежать подобной ошиБJ(И, нужно учесть отличие V от I scal . Запишем урав­

нение (6) в следующем виде: 

{ д} J I I I J ,d(7dep(nn') ( , р, az + no(7tot V(z, р,) = по dn а\(nn )V(z, р,) - по dn dn' V ~,p,). (8) 

Уравнение (8) совпадает со скалярным уравнением переноса для интенсивности в неко­
торой эффективной среде, в которой присутствуют два типа столкновений - обычные 

с дифференциальным сечением рассеяния 

d(7 11 I 12 [ I 2] - = а\ = - A..L (пп ) 1 + (nn ) 
dn 2 

и «деполяризующие» с сечением 

(9) 

Сечение (9) пропорционально сечению преобразования левополяризованного света в 
правополяризованный· и наоборот. В этом легко убедиться, если воспользоваться опре­

делениями I = 1+ + I _ и V = 1+ - I _, где 1 ± - интенсивности лево-, правополяризован­

ного света, и, комбинируя уравнения для 1 и V, записать уравнения для I±. В уравне­
ниях для 1 ± диФФеренциальное сечение рассеяния оказывается равным d(7 - (1 /2)dcт dep, 
а сечение преобразования левополяризованной волны в правополяризованную (или на­

оборот) - (1/2)d(7dep' 
Формфактор 1A..L12 для слаборассеивающих (aln - 11 « л) сфер, усредненный по 

угловому масштабу 6."У > л/а, в области малых углов убывает по степенному закону [13] 

Поэтому для IA..L 12 можно использовать модельную функцию [15]: 

(7"У2 
IA ..L(cos"Y)12 = О 2' 

1г ["Уб + 2(1- cos"Y)] 
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2 
IAl.l.-Iа __________ -. 

101 

1O-5L-.................. ~ ....................... _ .......... __'_ ____ ~ 
о' 40' 80' 120' 160' r 

Рис. 1. Формфактор IA.LI~ дЛЯ прозрач­
ных рассеивателей. Сплошная кривая -
расчет по формУлам Ми (n - 1 = 0.01, 
а = 10л/21Г), штриховая - аппрокси-

мация (11) (-уо = 0.1) 

где ст = (27r)За4/n _112/ >..2 [13] и 'Уо = >../27ra - сечение и характерный угол однократно­
го рассеяния l). Как показывает прямое сравнение (см. рис. 1), функция (11) хорошо 
воспроизводит поведение точного - рассчитанного по формулам Ми [13] - формфак­

тора во всеЙ области углов. 

Подставляя (11) в (9), дця сечения деполяризации находим 

(12) 

в наиболее интересном случае, когда рассеяние является многократным, углы отклоне­

ния () превышают значение характерного угла однократного рассеяния, () > 'Уо. В ЭТИХ 
условиях сечение деполяризации не зависит от угловых переменных: 

(13) 

где CТtr = CТ'Y61n(2/1'o) - транспортное сечение упругого рассеяния [9]. В результате для 
длины [dep свободного пробега относительно деполяризующего столкновения имеем 

( J ') -1 4 
ldep = по dCТdep = ltr ln 1'6' (14) 

где ltr = (nOCTtr)-1 - транспортная длина. Согласно (12)-(14), при малоугловом рассе­
янии длина деполяризации обратно пропорциональна среднему от четвертой степени 

угла однократного рассеяния, ldep rv [/(1'4) (1 = (nост)-! - длина свободного пробега), 
и превышает транспортную длину, ldep > ltr '" 1/ (1'2). Это означает, что деполяризую­
щие столкновения происходят сравнительно редко и второе слагаемое в правой части 

уравнения (8) можно считать малым по сравнению с остальными членами этого урав­
нения. Указанное обстоятельство позволяет решать уравнение (8) методом итераций, 
рассматривая в качестве исходного приближения решение обычного скалярного урав­

нения переноса. 

1) Аналогичная (11) формула широко используется JpIя описания сечения упругого рассеяния 
быстрых электронов на атомах (16]. . 
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3.1. Слабопоглощающая среда 

Проанализируем прохождение излучения через слой слабопоглощающей (ltr < la = 
= (noO'a)-I) среды. В этом случае многократное рассеяние носит малоугловой характер, 
пока толщина L слоя ограничена неравенством L < ltr. 

Рассматривая последнее слагаемое в правой части уравнения (8) как неоднород­
ность, запишем уравнение (8) в интегральной форме: 

z " 
- - - / ' / ' - , , / "dO'dep(n'n) - , " V(z,JL)-Isсаl(z,JL)-nо dz dпG(z-zlп,п) dn dn" V(Z,JL), (15) 

О 

где V(z, м) exp(noO'az)V(z, м), iscal(z, м) exp(noO'az)Iscal(Z, м), G(zln, п') = 
= exp(noO'az)G(zln,n'); Iscal - решение скалярного уравнения переноса (т.е. уравне­
ния (8) при О' dep = О) для падающего по нормали к поверхности потока света, G -
функция Грина того же уравнения. 

Как видно из (15), для вычисления четвертого параметра Стокеа V в первую очередь 
необходимо знать интенсивность Iscal и функцию Грина G скалярного уравнения пе­
реноса. Однако решение задачи о нахождении указанных величин даже в малоугловом 

приближении в общем виде найти не удается, и поэтому нам придется использовать 

результаты, справедливые только при выполнении определенных ограничений. 

для данной ситуации, когда речь идет о малоугловом рассеянии в относительно 

тонком слое слабопоглощающей среды (L < ltr < la), можно пренебречь эффектом 
флуктуаций путей фотонов при многократном рассеЯlfИИ и воспользоваться стандарт­

ным вариантом малоуглового приближения [9, 14]. В этом приближении интенсивность 
i scal и функция Грина G скалярного уравнения переноса хорошо известны (см., напри­
мер, [14, 17]): 

00 

- 1 / Iscal(Z,f) = 211' (.o)lk.JJo«(.o)f)exp[-nоО'(1- X«(.o))z] , (16) 
О 

00 

- - , 1 / ' G(zln, п') ::::: G(z18 - 8 ) = 211' (.o)lk.JJo«(.o)18 - 8 1) ехр( -nоО'(1 - X«(.o))z), (17) 
О 

где 8 - параллельная поверхности составляющая neктора п, Jo(x) - функция Бесселя 

нулевого порядка [18], 

00 

211'/ 1 ,2 1 Х«(.о) = - f)dfJJo«(.o)()al(f) ::::: 1 - -2«(.0)"/0) In-. 
О' (.0)"/0 

(18) 

о 

Интенсивность i scal (16) в предельных случаях относительно малых и больших углов 
равна [9,19] 

, {' ' ltr In(2/,,/0) , 

1- ( О) = 1I'zln(z/l) ' 
всаl Z, 8 

z 1 + z 
. 1I'f)4[tr In(2/,o) ( f)Чtr In(2/,o) 

774 -
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,о 
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()z = 'YoV(z/l) ln(z/l) - характерный угол многократного рассеяния в слое толщиной 
z:» 1. 

Подставляя в (15) выражения (13) и (16)-(18) и выполняя в уравнении (15) одну 
итерацию, для четвертого параметра Стокса V получаем 

- - . z 
. V(z, В) ~ l,ca/(z, В) - -4 1 + ... 

1г dep 
(20) 

Область применимости соотношения (20) определяется условием малоуглового рассе­
яния (() < 1). 

Выражение (7) для степени поляризации удобно представить в ВИде 

(21) 

где S = V / j - спиральность фотонов [20,21],- Pun Q / 1 - степень поляризации 
первоначаЛьно неполяризованного пучка. как показывает анализ, при вычислении Р 

можно пренебречь поляризационными поправками к интенсивности и положить 1 ~ 
~ I sca/' В этом приближении для величины Pun справедливо выражение [9] 

j 

(22) 

Подставляя теперь (19), (20) и (22) в (21), находим, что в главном по малому парамет- , 
ру ltr/1dep «: 1 приближении степень поляризации под .куполом» «() < Bz ) углового 
распределения не зависит от угла () и определяется соотношением . , . 

()4 

Р = 1- 8In(~/l)' (23) 

а на «КРЫЛЫIХ» (В:» Bz ) распределения 

(24) 

Из (23), (24) следует, что при прохождении через относитеЛЬН9 тонкие слои (. < ltr) 

деполяризация излучения мала и степень поляризации близка к единице (БР = 1 - Р «: 
« 1). Наиболее сильная деполяризация происходит при относительно больших «() > ()z) 

углах отклонения: БР(В < {)z)/БР(В > (),;) ос ();/(Р «: 1. ' 
Качественную картину разрушения поляризации света можно представить себе так. 

На малых глубинах (. < l), где доминирует однократное рассеяние, степень поляриза­
ции равна единице [13]. По мере увеличения z (z > l) значение Р начинает убывать. В 
области малых углов, () < () z, уменьшение Р целиком связано с превращением в про­

цессе многократного рассеяния циркулярно поляризованной компоненты в неполяри­

зованную: Огносительный вклад линейно поляризованной компоненты, возникающей 
при рассеянии уже деполяризованного пучка [9], Pun , пренебрежимо мал. При () > ()z 

угловое распределение формируется волнами, испытавшими многократное рассеяние 

на малые «() «: ()z) углы и однократное 'ОТКЛонение на большой «() > ()z) угол [9]. В 
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рассматриваемом интервале углов уменьшение спиральности в первом по малому от­

ношению {}z/{} «: 1 приближении, S :::::! 1 - {}4/8, как и при однократном рассеянии, 
компенсируется линейно поляризованной компонентой, возникающей от деполяризо­

ванного излучения, Рun :::::! _{}2/2. Orличие Р от единицы при {} > {}z определяется 
следующим по {}z/{} приближением и имеет порядок (Р{};. 

3.2. Сильнопоглощающая среда 

Рассмотрим теперь распространение циркулярно. поляризованного света в сильно­

поглощаюшей Оа < ltr) среде, когда малоугловое приблщение справедливо на всех 
глубинах [10,11]. Эволюция формы углового распределения с увеличением z в такой 
среде происходит следующим образом [9,19]. 

На относительно малых глубинах (1 < z < la) влияние поглощения на распреде­
ление излучения практически отсутствует и интенсивность описывается соотношени­

ем (19). С ростом z (z > 'а) за счет БОJIее вероятного поглощения сильно отклонивших­
ся фотонов «резерфордовский» закон убывания интенсивности i ос (}-4 (19) в области 
углов () > J1a/Z сменяется более быстрым [9, 19J: 

- 2(1trЁ(z) ( {()2) z ) 
!scal(Z, (}) = 7r(1a ln(2/I'o)()6 . 1 + 5---;р- + . .. , (25) 

где Ё(z) = exp(z/la)E(z) и {()2}z - «редуцированный» поток И средний квадрат угла 
многократного рассеяния на глубине z. 

До тех пор пока не наступил переход к асимптотическому режиму распространения 

(z < ld' ld - длина затухания «редуцированного» потока), зависимостью Ё(z) от z 
можно пренебречь, Ё(z):::::! 1. Величина ({}2}z В рассматриваемом диапазоне z равна 

2 _ 27r /00 3 _ ~ 2z ln (J1a/z/{}z) 
({}}z - --- {} d{}!scal(Z,{}) ~ -1 1 (2/) , (26) 

E(z) tr n 1'0 
о 

На глубинах z > ld «резерфордовский» участок в угловом распределении исчезает 
и интенсивность определяется выражением [9] 

iscal (z, () :::::! 

:::::! ехр (_!..) { 7r(~}00 (1 - ({}~;oo + .. .), 
ld 4(1trl'б (1 + 5 ({}2) 00 ) ~2} 

6 / 2' {} > v\{}-/оо, 7r(1a(} ln(2 1'0) {} 

{} < J(()2}00, 
(27) 

где {()2) 00 = 2la / ld - средний квадрат угла многократного рассеяния в асимптотичС?ском 
режиме. Длина ld, согласно вычислениям [9], равна 

(28) 

Из соотношения, связывающего V с iscal (см. (15», и из сказанного выше относи­
тельно iscal следует, что величина четвертого параметра Стокса в сильнопоглощающей 
среде на глубинах Z < ld В области относительно малых углов {} < J1a/ z должна быть 

776 



ЖЭТФ, 1999, 115, выn. 3 Распространение цир"улярно поляризованною света . .. 

такой же, как в среде со слабым (la < ltr) поглощением, и поэтому должна описываться 
законом (20). Соответственно, степень поляризации должна определяться выражения­

. ми (23), (24). 
Влияние поглощения на величину V начинает сказываться при Z > lа в области 

углов(J > J1a/z (см. (25». При дальнейшем увеличении Z поглощение полностью 
изменяет угловую зависимость четверч)го параметра Стокса У. 

При больших углах отклонения (В > J1a/Z при Z < ld И (J > J((J2)oo при Z > ld) 
добавка к величине V, которая возникает из-за последнего члена в правой части урав­
нения (8), убывает по закону БV <х 1/(J2 (ср. С (20». Это следует непосредственно из 
уравнения (8). . 

Если перенести слагаемое nоl1 V из левой части в правую и оценить при относитель­
но больших углах (J в отдельности вклад интеграла упругих столкновений [9] и члена, 
ответственного за деполяризацию, то Д1IЯ БV(z, IL) получим 

где 

z 

I:V-( ) nOl1dep J d ' (nOl1a (Z - z')(1 -IL») E-(V)( ') 
и Z,IL ~ ---- z ехр - Z ~ 

41ГIL . IL 
о 

,..., _ I1dep E-(V)( ) 
,..., 2 В2 Z , 

1Гl1а 
(29) 

(30) 

Согласно (29), (30), как и интенсивность в [9,19], величина БV при больших (J выра­
жается через интеграл от V по направлениям - пространетвенную «плотность» Ё(V). 

Доба,!lка 8Vявляется наиболее медленно убывающей с ростом (J составляющей ве­
личиныV. 

Выделяя вклад (29) из величины V(z, IL), можно развить итерационную процедуру 
вычисления V(z, IL) при относительно больших углах В. для этого запишем V в виде 
(М > О) 

z 

V-( )- nOl1de p Jd' (nOl1a (Z-Z')(l-IL»)Е*<V)(')+-( ) Z,/.L - ---- Z ехр - z v z,/.L 
41ГIL IL 

(31) 

о 

и подставим (31) в (8). В результате Д1IЯ функции v(z,/.L) получим уравнение, которое в 
отличие от исходного уравнения (8) допускает применение малоуглового приближения 
(в (8) этому преnятствует последний - не зависящий от углов - член.~ правой части). 

Используя в уравнении Д1IЯ v(z, М) обычную процедуру малоуглового разложения, т. е. 
полагая 1 - /.L ~ В2/2 и оставляя первые неисчезающие члены (см., например, [9,11», 
находим 

{:z + nоl1а ~ }V(Z, В) = по J dJ)' al(18 - 8'1)(v(z, В') - V(z, В» -

(32) 
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Граничное условие к уравнению (32) имеет вид 

v(Z = О, (}) = 8«(})j21Г(}. 

Теперь, воспользовавшись методом разложения по обратным степеням (}, развитым 
ранее для интенсивности jscal [9,19], можно найти асимmотическое разложение v(z, (}) 
(см. Приложение А). 

В главном по малому параметру UdepjUa « 1 приближении четвертый параметр 
Стокса на «крьmьЯх» углового распределения определяется выражением· 

V- ( Й) "'" Е-(V)( ) [_ U dep (1 + ((}2) z + ) + j.cal(Z, (})] = 
Z, u "'" Z 21Гиа(}2 (}2' . . Ё(z) 

= E-(V)( ) [_ Udep (1 + ((}2}z + ) + 4Udep (1 + 5 ((}2}z + .)] Z 2 й2 й2' . . й6 й2' . . , 
1Гиа и u . 1Гиа и u 

(33) 

где jscal(Z,(}) - интенсивность (25). Если теперь воспользоваться результатом ра­
бот [9,19], 

(}2 ( ((}2) z) 
Рun ~ -"'2 1-47 ' (34) 

то из (25) и (33) можно найти степень поляризации циркулярно поляризованного света 
в области относительно больших углов отклонения: 

( 1_(}4 + (}2((}2) ) (Ё~v>(z»)2 +(}4 (1_g((}2}z)·. 
4 z E(z) 4 (}2 

(35) 

Первое слагаемое под знаком радикала в (35) описывает уменьшение спиральности 
циркулярно поляризованного излучения, второе связано с возникновением линейной 

поляризации при рассеянии уже деполяризованного света. На относительно малых глу­

бинах, когда Ё(V)(z) ~ Ё(z) ~ 1, из (~5) для Р получаем 

1 2 2 
Р ~ 1 - i(} ((} }z. (36) 

Как следует из сравнения (36) и (24), {{оглощение {IPиводит к замедлению убывания 
степени поляризации. Это обусловлено уменьшением числа наиболее «деполяризован­

ных» из-за отклонения на относительно большие углы фотонов. 

ПроанализИруем теперь степень поляризации в асимmотическом (Z > ld) режиме, 
когда влияние поглощения на распространение света существенно во всей области углов 

рассеяния. В этом случае решение уравнения (8) должно иметь вид [22] 

(37) 

где 

а величины ф~V)(J.t), e~V) - первая собственная функция и первое собственное ~начение 
соответствующей уравнению (8) спектральной задачи. 
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Угловую функцию V(Jt) и коэффициент затух1!.НИЯ E~Y) нетрудно вычислить по тео­
р~и возмущений, основываясь на полученных ранее (см., например, [9)) результатах 
для величины интенсивности в глубинном режиме ~M. Приложение Б). В первом по 

малому параметру Udep/Ua « 1 приближении для E~ ) находим (см. (Б.3» 

, E~Y) = l~ (1 + а;:р ) . (38) 

с той же точностью, с какой справедливо равен.;ство (38), функция V(8) под «куполом. 
(8 < J(8)00) углового распределения определяется следующим соотношением (см. (27) 
'и (Б.5»: 

(39) 

Согласно (39), при 8 < J(82)00 вкладом БV(8) в значения спиральности S и «плот­
ности» Ё<V)(z) в первом приближении при z/ld > 1 можно пренебречь, В результате 
степень поляризации в указанной области углов определяется выражением 

p~ [ 2 ( lа )] (In2 lа'Уб(2)2 
ехр -ld . 1dep Z + "2 1(62);" . (40) 

При выводе (40) учтено равенстno [9,19] 

(41) 

Аналогичную соотношению (40) формулу можно получить и на «крыльях. углового 
распределения, для этого следует воспользоваться формулой [9,19] 

(42) 

и выражением для E(V)(z) на больших глубинах, 

(43) 

Этот результат имеет ту же точность, что и формула (40). 
Подставляя (42) и (43) в (35), для. степени поляризации циркулярно поляризован­

ного света на «крыльях» углового распределения в асимптотическом режиме (z > 1(1) 
окончательно получим 

',) 

p~ (44) 

Из выражений (40), (44) следует, что длина разрушения поляризации 

(45) 
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намного превышает глубину ld, на которой происходит переход к асимптотическому 
режиму распространения. 

Согласно (10), (44), в области «купола» углового распределения света до глубин 
z ~ lcirc преобладает процесс преобразования циркулярно поляризованной компоненты 
в неполяризованную. Величина степени поляризации оказывается равной 

Р ~ 1 - z/lcirc. (46) 

На «крыльях» распределения деполяризация циркулярно поляризованной компоненты 

частично компенсируется возникновением линейно поляризованного света и степень 

поляризации определяется следующим выражением: 

z 1 2 2 
Р ~ 1 - - - -о (о )00' 

lcirc . 2 
(47) 

С ростом z (z > lcirc) циркулярно поляризованная компонента исчезает и степень по­
ляризации совпадает с аналогичной величиной для первоначально неполяризованного 

пучка, Р ~ Рun . 

4. СИЛЬНЫЕ РАССЕИВАТЕЛИ (aln - 11 > л) 

Рассмотрим многократное рассеяние циркулярно поляризованного света в среде, 

состоящей из прозрачных (а 1т n «: л) сфер большого радиуса (а(n - 1) > л). Такая 
ситуация достаточно просто реализуется в эксперименте [3,4,23-25]. 

В области углов, превышающих угол дифракции (, » л/а), дифференциальные 
сечения ai(cos,), bi(cos,) могут быть представлены в виде разложения по числу столк­
новений лучей с поверхностью рассеивателя [13]: 

. 3 

a1(cos,) = ~ 2: [IA~)(cos,)12 + IA~)(cos,)12] , 
j=1 . 

3 

b1(cos,) = ~ 2: [IAjt)(Cos,)12 -IА~)(соs,)12] , 
;-1 

3 . 

a2(cos,) = Re 2: AV)(cos,)A~)*(cos,) ~ 
j=1 

3 

= al(cos,) - ~ 2: IA~)(COS,) - A~)(COS,)12 , 
j-I 

3 

~(COS,) = 1т 2: AW)(cos,)A~I*(cos,). 
j*'1 

(48) 

; (49) 

(50) 

Разложения (48)-(50) получены в пренебрежении интерференцией между лучами, ис­
пытавшими разное число отражений. 

780 



ЖЭТФ, 1999, 115, выn. 3 , . Распространение цир"улярно поляризованного света . .. 

2 4 6 8 10 12 14 
2trQn/). 

Рис. 2. Зависимость ldep/ltr от ра­
диуса рассеивателей (частицы латекса 

в воде, n ~ 1 = 0.2, Л - длина вол-
ны света в вакууме) 

Амплитуды Af(.).L обусловлены соответственно лучами, отклонившимися в резуль­
тате зеркального отражения () = 1), прошедшими сквозь рассеиватель () = 2) и ис­
пытавшими одно дополнительное внутреннее отражение (j = 3). При углах рассея­
ния / « vп-=-т в величинах а" а2 и Ь! доминируют слагаемые с j = 2, а при 
/ ~ 2у'2(n ~ 1) эти члены тождественно обращаются в нуль. Слагаемые с j = 1,3 
важны при / > /СТ = 2у'2(n ~kl). Выражения для а! и Ь! в соответствующих угловых 
интервалах приведены, например, в [9]. Сечение деполяризации (ср. с (9» определя­

ется в общем случае формулой 

dO'dep ~ i 'А А 12 
dП~2 1/- .L (51) 

и с учетом (48)-(50) может быть представлено в следующем виде: 

dO'dep = u(n - 1)2 {1 , / < VГn"=!, 
dn 16?Т 2, 1 > VГn"=!. (52) 

Нижнее равенство в (52) справедливо вплоть до 1 :::; ?т. Используя (52), для полного 
сечения деполяризации О' dep находим 

O'dep = 3ln [1/(n - 1)]' 
O'tr 

(53) 

где 

3 2 1 
O'tr = -О'(n - 1) lп--

2 n-l 
(54) 

- транспортное сечение в неборновском случае [9]. Длина свободного пробега относи­
тельно деполяризующего столкновения, как и для борновских рассеивателей (см. (14», 
оказывается больше транспортной длины, ldep/ltr '" ln[l/(n - 1)3] » 1. 

В качестве иллюctpaции на рис. 2 приведена рассчитанная на основе точных 
формул Ми [13] зависимость отнощения ldep/ltr от размеров рассеивающих частиц. 
Вычисления проведены для частиц латекса в воде. это наиболее часто используемая в 

экспериментах по многократному рассеянию света неупорядоче,нная среда [4,26]. 
Orносительно величины сечения Ь2 (50) МОЖНО сказать следующее. Известно [27], 

что для j = 2, 3 в отсутствие поглощения справедливо равенство 
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(55) 

Что касается вклада 1т A~ll) А ~)* , соответствующего зеркально отраженным лучам 
[13,27], то его можно записать в виде 

2 
I А(1)А(1)* а . ($; $;) 
m 11 .1. ="4 sm ull - U.1. , (56) 

где 011,.1. - сдвиги фаз поляризованных параллельно и перпендикулярно плоскости паде­
ния световых волн при френелевском отражении от поверхности частицы. В отсyrствие 

поглощения разность фаз 0.1. - 011 равна нулю, если речь идет об отражении от опти­
чески более плотных (n > 1), чем окружающая среда, рассеивателей. Поэтому сечение 
Ь2 в этом случае также обращается в нуль, Q2 = О. 

Рассмотрим распространение· света через неупорядоченную систему прозрачных 

рассеивателей, помещенных в сильно (la < ltr) поглощающую среду. Предполагаем, 
что n > 1. В ЭТИХ условиях третий параметр Стокса, как и для борновских рассеи­
вателей, тождественно равен нулю, И == О. Параметр V подчиняется уравнению (8) 
с сечением деполяризации (52). Схема решения уравнения (8) остается прежней (см. 
предыдущий раздел). Однако детальная картина многократного рассеяния усложняется. 

В области углов, где поглощение не влияет на форму углового распределения " 
«() < Jla/ z) [9] первая итерация в уравнении (15) дает 

, z - . - 1 '1 ,- '1' 1 "dO"dep(O'O") - ,,,. V(Z,JL)~Isсаl(Z,JL)-nо dz doG(z-z 0,0) do do" Iscal(Z,JL). (57) 

о 

При z < l/(n - 1)ln[I/(n - 1)] характерный угол многократного рассеяния 

(}z = J(z/l)(n - 1)2Jn(z/l) (58) 

не превышает угла полного BHyrpeHHero отражения '"УСТ: (}z < '"Уст = 2v'2(n - 1) [27]. 
Учитывая, что характерный масштаб интегрирования по о', о" по порядку величины 
равен (}z, и используя равенство (52), получим для V следующую формулу: 

V(z,(}) = {~scal(Z,(}) - z(n -1)~/16nl , . () < '"Уст, 
Iscal(Z, (})- z(n - 1) /8nl, '"УСТ < () < J1a/ z. 

Входящая в (59) величина iscal(Z, (}) равна [9] 

2nz(n - 1)21n(z/l} , 

2z(n - 1)2 [1 + 8z(n - 1)2 ln (}2 ], 
n(}41 (}Ч (n - 1)2 

z(n - 1)2 [1 + 4z(n - 1)2 ln (}2 ], 
n(}41 (}Ч (n - 1)3 . 

rr: 
'"УСТ<(}<У-;' 

При z >Ц(n - 1) ln(1/(n - 1» для величины (}z имеем [9] 

(}z = z (z 1 ) -(n - 1)21n --- . 
1 1 n - 1 
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В данном случае характерные размеры области углов t1B '" Bz, которая дает основной 
вклад в интегралы по n', n" в (57), превышают критический угол Тет' Поэтому для 
сечения dadep/dn Мt)ЖНО использоваtъ его асимптотику при больших (Т > тст) углах 
(см. (52». В результате находим 

- - z(n - 1)2 
V(z,B)=I.cal(Z,B)- 87Гl ' (62) 

где 

{ 
[l ] , в < Bz , 

- _7Гz(n - 1)21п (z/l)/(n - 1) 
Iscal(z, В) - z(n _ 1)2 [ 4z(n _ 1)2 В2 ] {l; (63) 

7ГВЧ 1 + ВЧ 1п (n -1)3 ' В" < В < У -;. 
для вычисления степени ПО!lЯризации (21) воспользуемся полученными в [9] 

результатами для значения степени поляризации неполяризованноfO пучка Рun . На 

относительно малых глубинах z < l/[(n - 1)1п[1/(n- 1)]] 

В2 

81n(z/l) , 

В2 .[ 8z(Тf - 1)2 В2 ] 
4' 1 - ВЦ lп (n _ 1)2 ' 

В2 [ 4z(n _ 1)2 В2] 
- 2 1 - ВЧ 1п (n - 1)3 , 

{l; 
тет < В < У -;. 

(64) 

С ростом z (Z > l/(n - 1)1п[1/(n - 1)]) значение Рun под «куполом» углового распре­
деления (В < Вz)становитсяравным [9] 

В2 

Рun = - 41п [(z/l)/(n - 1)]' 
(65) 

На «крыльях» (В > Bz ) значение Рun будет определяться последним равенством в 
формуле (64). . . 

Воспользовавшись полученными результатами, находим, что в области предельно 

малых углов (В < Bz ) изменение поляризации света, как и в случае борновских рассе­

ивателей, обусловлено деполяризацией циркуляр но поляризованной компоненты (т. е. 

затуханием спиральности). При В < Bz ' имеем 

{ 
1 - B~ 

Р = 21п (Z/l) 4' . 

1 _ Bz 

21п [(z/l)/(n - 1)] , 

z < (n - 1) lп[1/(n - 1)]' 

1 
z> / . (n - 1) In[1 (n - 1)] 

(66) 

Угловая зависимость параметров Стокса на «крьmьях» (В> Bz ) углового распределения 

рассеянного света в главном по малому параметру Bz/B приближении совпадает с зако­
ном однократного рассеяния [13]. УдерживаЯ следующие члены разложения парамет­
ров Стокса по обратным степеням угла рассеяния, находим, что степень поляризации 

в области углов В > В z убывает по закону 
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{
1- z(n -1){РlП_О_ 

P ~ 2l n-l' 
~ 2 2 

1 _ z(n - 1) 02ln О 
2l (n - 1)3 

rz: 
, 'УСТ < О < V -;- . 

(67) 

Влияние поглощения на значение V при относительно больших углах рассеяния, 
О > y'la/ z, удобно проанализировать тем же способом, что и в случае борновских рас­
сеивателей. Представим V в виде, аналогичном (31): 

z 

V-( )- nOJd' (noaa (z-Z')(1-J.L») z, J.L - - - z ехр - х 

J.L J.L 
о 

Jd ,dadep(nn')V-( I ')+ -( ) 
х n dn' Z,J.L vZ,J.L. (68) 

Подставляя теперь (68) в (8) и учитывая тот факт, что в интересующей нас области 
«крьmьев» (О > y'la/z > 'УСТ) справедливо соотношение (см. (52» 

Jd ,dadep(nn')V-( ') ~ а(n - 1)2 E-(V)( ) 
n dn' z, J.L ~ 81r Z , (69) 

перейдем в получающемся уравнении для ii(z,J.L) к малоугловому приближениюl ). В 
итоге для функции ii(z, О) придем к уравнению, совпадающему с уравнением (32), в 
коэффициентах которого надо только положить 'Уо = n - 1. Поэтому для величин V (z, О) 
и P(z,O) в главном по малому параметру а(n - 1)2/аа « 1 приближении остаются 
справедливыми выражениями (33), (35). ' 

На небольших глубинах z < ld' где в случае сильных рассеивателей ld равно 

)

-1 

(n - 1)2 la 
2la l lп J l(n - 1)4 ' 

(70) 

Ё(V)(z) ~ Ё(z) ~ 1 и степень поляризации с ростом z убывает по закону (36), в ко­
тором значение среднего квадрата угла многократного рассеяния (02}z следует положить 
равным 

{ 
1 'YcT..;г:тz 1 
n 2 .' Z < , 

(02) = 2~(n _ 1)2 Oz (n - 1)ln[I/(n - 1)] 
z 1 y'la/z 1 

ln е:- ' z> (n - 1)ln[I/(n - 1»)· 

(71) 

в (71) характерный угол OZ определяется формулами (58) и (61). 
На больших глубинах (z > ld) при выполнении условия 1 < lа < lt·r ширина угло­

вого распределения излучения всегда превышает 'УСТ. Поэтому качественная картина 

1) Использование приближенноro равенства (69) вносит ошибlC}' порядка 'Ycr/6 « 1. 
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ЭВОЛЮЦИИ поляризационных характеристик многократно рассеяного света на ЭТИХ глу­

бинах оказывается нечувствительной к особенности в сечениях одноцентрового рассея­
ния при 'у = 'Уст и такой же, как и в случае борновских рассеивате,леЙ. В частности, 
степень поляризации по-прежнему описывается соотношениями (40), (42). Все изме­
нения касаются только величин ld (70) и (()2)оо = 21a /ld , в значения которых дают 
дополнительный вклад лучи, дважды пересекшие границу отдельных рассеивателей. 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Подведем итог полученным в работе результатам. 

Как показано выше, решение задачи о распространении циркуляр но поляризован­

ного света в неynорядоченной среде сводится к анализу уравнения для параметра Стокса 
V, которое по виду совпадает со скалярным уравнением переноса для интенсивности. 
Отличие заключается только в наличии в уравнении дополнительного - ответственного 

за процесс деполяризации - слагаемого. 

Присутствие де поляризующего члена в уравнении для V, с одной стороны, увели­
чивает по сравнению с интенсивностью затухание параметра V с глубиной, а с другой, 
влияет на его зависимость от угла рассеяния. В Связи с тем что параметр ~TOKca V 
с ростом z затухает быстрее интенсивности, циркулярно поляризованный свет депо­
ляризуется. При малоугловом рассеянии света в случайных средах с крупными (разме­

ром больше длины волны) частицами дополнительное слагаемое оказывается малым и 
поэтому деполяризация света должна происходить очень медленно. В условиях сильно­

ГО'поглощения, когда многократное рассеяние при любых z носит малоугловой харак­
тер, деполяризация происходит на аномально больших глубинах (z '" lcirc » la, ltr) 
уже после перехода к асимптотическому режиму распространения излучения. 

Сказанное находится в согласии с обнаруженным недавно эффектом «сохранения» 

циркулярной-поляризации при диффузии света в средах с крупными неоднородностя­

ми [4,28]. Как показано в [4,28], циркулярная поляризация может сохраняться даже 
после изотропизации потока излучения. Скорость деполяризации зависит только от 

того, насколько плавными являются траектории распространения волн, и при рассея­

нии на крупномасштабных неоднородностях оказывается пропорциональной среднему 

от четвертой степени угла однократного рассеяния (в отличие от пропорциональной 

второй степени угла скорости изотропизации l/ltr). Поэтому измерения деполяризации 
поляризованного по кругу света могуг дать новую информацию о среде, отличающуюся 
от той, что содержится в обычном распределении излучения по углам. 

В соответствии с полученными выше результатами, значение степени поляризации 

многократно рассеянного света определяется, с одной стороны, процессом деполяри­

зации циркулярно поляризованного излучения, а с другой - возникновением линейно 

поляризованной составляющей при рассеянии уже деполяризованных волн. При одно­

кратном рассеянии эти процессы в точности компенсируют друг друга и поэтому степень 

поляризации остается равной единице (Р = 1). Уменьшение Р возникает только при 
многократном рассеянии. 

Пока циркулярно поляризованная компонента не затухла (z < lcirc), В области 
небольших углов «() < ()z) вклад линейной компоненты остается малым и величи­

на Р определяется только уменьшением спиральности излучения (см. (23), (46), (66». 
На «крыльях» углового распределения «() > ()z) вклад линейно поляризованного све-
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та становится, напротив, очень важным. В этой области углов отличие Р от единицы 

обусловлено отличием степени поляризации первоначально неполяризованного пучка 

Рun от ее значения в приближении однократного рассеяния, P~~ = -(р /2 (см. (24), 
(36), (47), (67». 

с ростом z (z> lcirc) циркуляр но поляризованная компонента затухает и значение 
степеНИ'поляризации Р во всей области углов совпадает с Риn • ~ 

\ 
При распространении света в системе достаточно крупных частиц (n-l > л/а) воз-

никают эффекты, обусловленные «неборновским» одноцентровым рассеянием. Наибо­

лее заметными эти эффекты оказываются на сравнительно небольших глубинах, на ко­
торых ширина углового распределения еще не превышает значения критического угла 

рассеяния на одном центре ('Уст = 2у'2(n - 1). Угловой масштаб 'Уст в этом случ~е 
проявляется в угловых зависимостях как интенсивности, так и степени поляризации 

излучения. 

Рассмотренные в работе явления могут представлять интерес для оптических ис­

следований структурных неоднородностей MHOfOI<paTHO рассеивающих сред. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследо­

ваний (проект 96-02-17518). 

ПРИЛОЖЕНИЕ А 

для величины 

00 00 

v(p,w) = 2iг J dzexp(-pz) J OdOJo(wO)v(z,O) 

о о 

из (32) нетрудно получить уравнение 

[р + nоО"(1 - x(w» - ~noO"aд.,] v(p, w) = 

" = 1 + (O"de p ) ~oO"(1- x(w»Ko (wV 2р ) E<V)(p), 
О"а nОО"а 

(А.l) 

где Jo(x) и Ко(х) - функции Бесселя и Макдональда нулевого порядка [18], величина 
x(w) определяется соотношением (18), 

1 д д 
д., = - -w­

w aw aw' 
00 

E(V)(p) = / ехр( -рz)Е<V)(z). 
о 

Нас будут интересовать значения функции v(z, О) при относительно больших углах. 
Согласно [9, 19], «крылья» угловой зависимости V(z, О) определяются поведением функ­
ции v(p, w) при малых w. В этой области для величины x(w) справедливо 13торое равен­
ство (18), а для K o(wJ2P/O"a) можно воспользоваться приближе~нойформулой [18] 

Ко (w Г2Р) ~ -ln (w Г2Р). y~ y~ 
(А.2) 
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Как показывает анализ, при вычислении функции 'щр,,,,,) в области малых "" удобно 
логарифмы. в формулах (18) и (А2) представить в виде пределов степенных выражений: 

( ) "" 1 (""10)2 [1 ( )"'-4] 
Х "" "" ~ 2(0: _ 4) - ""10 , 

Ко ("" f2P) ::::J _1 [1 _ ("" f2P) f3-
2
] у -;;;;: jЗ - 2 У -;;;;: (АЗ) 

соответственно при о: -+ 4 и jЗ --+ 2. Тогда значение функции -и(р, "") при малых "" 
можно искать в виде. следующего разложения по степеням"" (см., например, [19]): 

-и(р, "") = v(p, CAJ = 0)( 1 t С2",,2 + С",,,,,'" + C4CAJ4 + Cfj+2",,13+2 + С",+(З_2""",+13-2 + ... ). (А4) 

Если теперь подставить (АЗ) и (А4) в уравнение (А,I) и приравнять коэффициенты при 

одинаковых степенях CAJ, то можно найти интересующие нас величины Ci. В частности, 

значения коэффициентов С"" С(З+2, C"'+f3-2 при неаналитических степенях "". которые 
дают вклад в разложение v по обратным степеням угла рассеяния, определяются выра­
жениями 

_ 2(10/2)"'-4 [G'tr O'trG'dep Ё(У)(р) ] 
С", - иао:2(о:-4) 21n(2/10) - G'a 1n(2/10) v(р,,,,,=0)(jЗ-2) , 

G'trG'dep Е(У)(р) 
С(З+2 = - и~ ln(2/10) ~(р,СА) = О)(jЗ - 2)(4 - о:)(jЗ + 2)2' 

(А.5) 

- 13/2 I 
G'trG'dep Е(У)(Р) (10)"'-4 ( 2Р ) -

С",+{3-2 = и~ 111(2/10) -и(р, CAJ = О)(jЗ - 2)(4 - 0:)(0: + jЗ - 2)2"2 nои а 

Используя результаты (А,5) и выполняя в (А,4) обратное преобразование Бесселя, а 
затем предельный переход о: --+ 4, jЗ --+ 2, получим для -и(р, О) следующее выражение: 

I (А,б) 

Полученный результат представляет собой разложение, с одной стороны, по степеням 

1/(), а с другой - по степеням G'dep/G'a. ' 

В главном приближении можно пренебречь в (Аб) слагаемыми, имеющими до­

полнительную малость порядка G'dep/G'a' С той же точностью справедливо равенство 

Ё(У)(р) = -и(р, CAJ = О) (вклад в интеграл по направлениям от первого слагаемого в. пра­
вой части (Зl) имеет порядок G'dep/G'a)' В итоге для V(Z,O) получаем выражение ( 

_ E(V)(Z) -
V(Z,()::::J _. Iscal(Z,O), 

E(z) 

где jsca/(Z, О) определяется разложением (25). 
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Теперь для нахождения V(z, (}) заметим, что первое слагаемое в правой части вы­
ражения (31) в малоугловом приближении при () > J1a/z можно преобразовать следу­
ющим образом: 

z 

nOO"dep Jd ' (noO"a(z - Z')(}2)йv)( ') 
-~ z ехр - 2 z :::::: 

о 

nОО"dерЙV)(z) [ 1 2 dЁ(V)(Z)] 
:::::: - 21Г(}2 1- (}2 nОО"аЁ(V)(z) dz +"'/ 

(А8) 

Второе слагаемое в (А8) перепишем, используя равенство [19] 

-(V) 
((}2)z = _ : dE (z) 

nOO"aE(V)(z) dz 
(А.9) 

Подставляя далее соотношения (А7), (А8) в выражение (31), получим формулу (33). 

ПРИЛОЖЕНИЕ Б 

Значение четвертого параметра Стокса в асимптотическом (z > ld) режиме можно 
вычислить следующим образом. 

В ."ренебрежении рассеянием назад (это оправдано в условиях сильного поглоще­

ния; la < 1tr < ldep) решение уравнения (6) (или (8», удовлетворяющее граничному 
условию (3), можно разложить по собственным функциям 'Ф~V) отвечающей уравне­
нию (6) спектральной задачи: 

00' 

V(Z,Jt) = L 'Ф<:)(Jt = l)'Ф<:)(Jt)ехр(-е<:)z), (Б.1) 

n 

где е<:) - соответствующие собственные значения. При больших z в сумме остается 
только одно слагаемое с наименьшим затуханием: 

(Б.2) 

В условиях редких деполяризующих столкновений, когда длина ldep является макси­
мальной из характерных длин, значения e~V) и 'Ф~V)(Jt) можно найти по теории воз­
мущений, считая известным решение спектральной задачи для интенсивности и рас­

сматривая последний член в уравнении (8) как возмущение. 
Согласно [29], формулы для e~V) и 'Ф~V)(Jt) в первом порядке теории возмущений 

должны выглядеть так: 

(V) + J d J d ' dO"dep(nn') .,. ( ).,. ( ') 
ео :::::: ео n n dn % Jt % Jt , (Б.3) 

(Б.4) 

где еn и 'Фn(Jt) - собственные значения и собственные функции скалярного уравнения 

переноса для интенсивности (т. е. уравнения (8) без последнего слaraемого). Наимень­
шее собственное значение определяет величину ld (€o = 1;;1). 
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Соотношение (БА) можно записать в более компактном виде, если воспользоваться 

функцией Грина скалярного уравнения переноса: 

00 

'Ф~V)(м) ~ 'Фо(м) + J dz J dn' J dn" exp(eoz)[C(zln,n')­
о 

" dO' dep(n'n") " 
- 'Фо(м)'Фо(М ) ехр( -eoz)] dn' 'ФО(М)· (Б.5) 

Вычисления по формулам (Б.3), (Б.5) можно выполнить, основываясь на резуль­

татах [9] для ео, фо и С, полученных в самосогласованном малоугловом диффузион­
ном приближении, и на предположении об изотропной угловой зависимости сечения 

dO'dep/dn. В приближении [9] , 

Фо«(}) = J7Г((}~)ОО ехр (- ((}~;oo) , (Б.б) 

J / / 1 (()2 ) 
d8 G(zI8, 8 ) ~ ch(eoz) ехр - (()2)0о th(eoz) , (Б.7) 

а ео определяется формулами (28), (70). В частности, в интервале lа < z < ld из (Б.7) 
следует 

J' I / ( ()20'a z ) 
d8 G(zI8,8) ~ ехр --2- , (Б.8) 

Соотношение (Б.8) наглядно иллюстрирует эффект сужения распределения по углам 

в поглощающей среде. При z > la в интенсивность от ИЗОТРQПНОГО источника (Б.8) 
дают вклад только фотоны, распространяющиеся под малыми углами к оси z, и угловое 
распределение оказывается сосредоточенным в области () < ../la/ z. 

Подставляя (Б.б) и (Б.?) в (Б.5), приходим к соотношениям (38) и (39). 
Угловую зависимость V(z, м) в асимптотическом режиме при относительно боль­

ших углах отклонения «() > V(()2)00) проще всего найти, не прибегая к формуле (Б.5) 
(или (БА», а воспользовавшись непосредственно разложением (33) по обратным сте­
пеням (). 
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