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Рассмотрено поведенне решения КдВ при заданных на всей оси ж крупномасштаб

ных ОСЦИJШИруюwиx непС!риодических начальных условиях. Показано, 1JfO возникающая 

в системе КдВ С'!Руктура мелкомасштабных ОСЦИJIJUlциЙ при t "-+ 00 теряет свои динами
ческие свойства вследстаие размешивания фаз. этот процесс МОJICIIО назвать генерацией 

солитонной турбулентности. Развивающаися при этом бесконечная система взаимодей

C11Iyюwиx СOЛИТQнов со случайными фазами приводит к колебанням, носJIШИМ стохаC'ПI

ческий характер. Такая система может бьrrь описана в терминах непрерывного случаЙно
го процесса: плотности вСРОll'IНости, корреляционной функции. IJоказано, 1JfO для этого 
достаточно определить, исходи из заданных начальных условий, фУНКЦИЮ распределения 

солитонов по ВМIIJIll1)'ДaМ и их среднЮЮ nрОС1Ранственную плотность. Найдены предель

ные стохастические характеристики размешjlННОГО состояния для задачи с начальными 

данными в виде бесконечной последовательности отдельных крупномасштабных юmyль

,сов. Таюке полностью решена задача стохастического размешивания при проllзвoJIьны1( 

начальных условИях в беэдисперсионном пределе (уравненне,Хопфа). 

1. ВВFДЕНИЕ 

@1999 

Основные особенности структуры асимптотических решений уравнения Кортеве
га-де Вриза (КдВ) 

(1) 

определяются видом начального потенциала и(х, О) = ио(х). В классической теории 

интегрирования этого уравнения методом обратной задачи рассеяния [1] необходИМЫМ 
условием является достаточно быстрое обращение в нУЛЬ функции ио(х) при Ixl-+ 00 

(локализованные начальные данные). Асимптотическое решение такой задачи опи
сывает приt -+ 00 упоряДоченную цепочку расходящихся сОЛИ'ЩНов, определяемых 

дискретным спекгром квантовомеханической задачи рассеяния на потенцИале -ио(х). 
Вкладом непрерывного спекгра является осциллирующий волновой «XВ<>Cn, амплиту

да Koтoporo убывает пропорционально t- I / 2• В квазиклассическом сдучае ,е2 « 1 [2,3] 
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число солитонов (порядка l/е) хотя и велико, однако фиксировано, и асимптотика ре

шения при t --+ 00 остается регулярной независимо от детального вида функции ио(х). 

Начальные данные ио(х) в виде гладкой функции с различными асимптотиками 
на бесконечности ио(-оо) > ио(+оо) приводят к появлению непрерывно расширяю
щейся во времени осцилляторной области [4]. Важное отличие от классической задачи 
заключается в том, что число солитонов теперь неограниченно возрастает со временем. 

Однако их структура при t --+ 00 устанавливается регулярной. 

Фундаментально отличается от описанных случаев решение периодической задачи 

ио(х) = ио(х + Хо), 

где ХО - период. Эта задача точно проинтегрирована лишь в условиях, когда ио(х) 

выбирается в специальном классе периодических функций, являясь так называемым 

конечнозонным потенциалом [1, 5-8]. Асимптотическая динамика осцилляций в пери
одической задаче может носить весьма сложный многомодовый характер (в случае е «: 1 
число нелинейных мод велико, порядка lУе), что внешне выглядит как неупорядочен
ная система волн различной амплитуды. Несмотря на это точное решение такой задачи 

всегда явно проявляет свою динамическую природу, строго сохраняя периодичность в 

пространстве - в любой момент времени выполняется условие и(х, t) = и(х + Хо , t). 
Цел~ю настоящей работы является исследование асимптотического поведения ре

шений уравнения КдВ в квазиклассическом пределе е «: 1 Д1IЯ осциллирующих на всей 
оси непериодических начальных функций ио(х). Более точное определение класса на

чальных данных будет дано ниже. 

Как будет показано, этот случай принципиально отличается от всех рассматривав

шихся ранее решений уравнения КдВ. Хотя в любой конечный момент времени t струк
tYPa решения носит по-прежнему динамический характер, его асЙ:мптотика при t --+ 00 

вследствие процесса эргодпческого размешивания фаз полностью теряет динамические 

свойства. Развивающаяся при этом бесконечная система взаимодействующих солито

нов со случайными фазами приводит к колебаниям, носящим стохастический характер. 

Такая система может быть описана в терминах непрерывного случайного процесса. А 
именно, в асимптотике при t --+ 00 точное динамическое значение и(х, t) теряет смысл 
и можно говорить лишь о Ли; х, t) - плотности вероятности найти в точке х, t данное 
значение и в интервале (и, u+du] или о f(u, и'; х, t,x', t') -двухточечной функции рас
пределения, Т.е. совместной плотности вероятности иметь значения [и,и + du] в точке 
х, t и значение [и', и' + du'] в точке х' , t'; или о трехточечной функции распределения 
и т. д. Замечательно, что, как мы увидим ниже, при ~TOM возникает возможность зна

чительного упрощеНтI описания асимптотического поведения решения. В частности, 

Д1IЯ однородной в пространстве начальной функции ио(х) плотность вероятности foo(u) 
зависит только от скорости и, а пространственная корреляционная функция К = К(в), 
где s = Ix - x'l. 

Отметим, что эволюция случайных начальных данных в интегрируемых системах 

изучалась ранее в ряде работ, однако в них речь шла об учете влияния малого стоха

стического возмУщения на солитонные решения (см., например, [9,10]). Вопрос о воз
никновении стохастического режима в результате чисто динамической эволюции ин-

, тегрируемой системы ставится в настоящей работе впервые. 
Работа построена следующим образом. Во втором разделе формулируется началь

ная задачаД1IЯ однородной в пространстве осциллирующей функции ио(х). Рассматри
вается ее решение в бездисперсионном пределе, описываемом уравнением Хопфа, не 
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содержащим ни диссипации, ни дисперсии. Нелинейное опрокидывание привощrr в 

этом случае к появлению многопотоковых течений. При этом число потоков, а сле

довательно, и их плотность в пространстве скоростей и непрерывно увеличивается со 

временем. Поэтому при t -+ 00 с точностью порядка OO/t) во всем пространстве уста
навливается стационарная функция распределения потоков по скоростям f(u). НаЙде
но общее решение задачи, позволяющее определить вид функции распределенИя Ли) 
для любой начальной функции ио(х). Определено асимптотическое поведение корре

ляционных функций, которое показывает, что при t -+ 00 фактически устанавливается 

полностью некоррелированное в пространстве распределение .. 
В третьем разделе исследуется квазиклассическая задача КдВ для рассматриваемого 

начального условия ио(х). Вследствие наличия дисперсионного члена е2и.,.,., многопо
токовые течения здесь никогда не возникают. Однако в окрестности точек опрокидыва
ния начального профиля появляются зоны регулярных мелкомасштабных (с периодом 

'" е) колебаний. С течением времени осцилляторные области расширяются и перекры
ваются. Показано, что при t-+ 00 возникающая структура может быть npeдставлена 

в виде однородной в пространстве и времени системы случайных взаимодействующих 

солитонов. Они описываются функцией распределения солитонов по амплитудам f(a), 
а также средней плотностью солитонов в пространстве х, которая определяет интенсив

ность их взаимодействия. Приведены конкретные примеры вычисления функции f(a) 
и средней плотности солитонов. 

В следуЮщем, четвертом разделе рассматривается случай, когда начальная функ
ция ио(х) представляет собой бесконечную последовательность отдельных импульсов. 

НаЙдена установившаяся функция распределения по скоростям foo(U), которая, с од
ной сторон;ы, имеет определенные общие черты с функцией распределения Ли), по

лученной для тои же начальной задачи в хопфовском пределе, но, с другой стороны, 

значительно от нее отличается. Наконец, в последнем, пятом разделе определена для 

той же задачи устанавливающаяся при t -+ 00 стационарная корреляционная функция 

K(s) и, соответственно, спектральная мощность процесса. 
В Заключении сформулированы основные особенности рассматриваемого процес

са - генерации солитонной турбулентности в динамике сплошной одномерной недис

сипативной среды, описываемой интегрируемым уравнением КдВ. Кроме того, прове

дено. краткое сопоставление с другими известными механизмами возникновения xao~ 

тического состояния в динамических системах. Разумеется, строгое обоснование рас
сматриваемых здесь стохастических систем требует специального математического ис

следования. 

Отметим также, что интегрирование уравнения КдВ методом обратной задачи рас

сеяния устанавливает прямую связь рассматриваемой динамической теории со спек

тральной теорией неупорядоченных систем, предметом которой является квантовомеха

ническое уравнение Шредингера с так называемыми «метрически транзитивными слу
чайными потенциалами» [11,121. Можно поэтому предполагать, что развиваемые здесь 
методы будут представлятъ интерес не только для нелинейной динамики, но и для тео

Р\fИ указанных квантовых систем. 
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2. БЕЗДИСПЕРСИОННЫЙ ПРEДFЛ 

Основные особенности npоцесса эрroдического размешивания MOryr быть npо
иллюстрированы на примере бездисперсионной эволюции, описываемой уравнением 

Хопфа 

atU + идхи = О, и(х, О) = ио(х), (2) 

где ио(х) - произвольная гладкая осциллирующая непериодическая ФУНКЦИЯ, задан
ная на всей оси х. Будем считать также, что расстояния 1 между нулями заключены в 
промежутке 

(3) 

где lmin и [тах - произвольные конечные величины. Функция ио(х) имеет конечные 
максимальное итах И минимальное Umin значения: 

UOmin :5 ио(Х) :5 иотах , (4) 

Предположим, кроме того, что ио(Х) однородна в пространстве, т. е. что существует 

сколь угодно большой, но конечный масштаб L, начиная с которого все основные свой':' 
ства функции ио(Х) повторяются. Последнее усло~ие исключает возможность особого 
поведения функции ио(Х) на бесконечности. Необходимо также, чтобы значение 

ио(х) = UOmin (5) 

не менее одного раза повторялось на масштабе L. Условиям (2)-(5) удовлетворяют, 
например, почти периодические или квазипериодические функции ио(х). 

Эволюция (2), (3), как известно [13], npиводит .за конечное время t = tk К появле-: 
нию особенности (рис. lа) 

(6) 

а 

"~. Рис. 1. Возникновение мноroпотоко-

Bых течений в уравнении Хопфа 

х 

t » tcr 

-~ t1 . ~ 

х 
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в условиях отсутствия диссипации и дисперсии в системе допустимо многопотоковое 

движение. В этом случае при t > tk В окрестности особенности (6) образуются три 
потока и; (i = 1,2,3), каждый из которых по-прежнему описывается уравнением Хопфа 

~ =Ui' (7) 

в особых точках - точках каустик, определяемых условием (6), '- потоки сшиваются 

(см. [14]) и многопотоковая система замыкается (рис. 16). Такое описанце, разумеется, 
эк:вивалентно неявному решению уравнения Хопфа 

х = ut + хо(и) , (8) 

описывающему эволюцию и(х, t) в терминах многозначных ·функций. Здесь хо(и) -
функц'ия обратная ио(х), Orметим, что принципиально другой подход к решению урав
нения Хопфа, рассматриваемого как предел диссипативного уравнения Бюргерса, осу

ществлен в работе Синая [15]. 
для начальной задачи (2), как нетрудно y6(fдиться, образующиеся области трехпо

токового течения с ростом t при t > tk постепенно расширяются; ,затем вследствие 
пересечения областей опрокидывания начального профиля ио(х) последовательно по

являются области пятипотокового течения, семипотокового течениЯ и т. д. (рис. 18). 
для описания процесса размножения потоков удобно использовать функцию распре

деления плотности числа потоков f(u,x, t) в фазовом пространстве (и, х) системы (2), 
удовлетворяющую уравнению ЛиУвилля: 

д! +ид! =0 at дх . 

Динамической постановке соответствуют ,начальные условия в виде б-фуНкции: 

fo(u, х, О) = б(u - щ(х». 

В нашем случае ио(х) -'- ОСЦИJVIирующая непериодическая функция (2)-(5). 
Система (2), (10) имеет очевидное решение . 

f(u, х, t) = !о(и, х, t) = б(u - ио(х --' ut». 

(9) 

(10) 

(11) 

Нули б-функЦии (11) - суть потоки и; В возникающеймногопотоковой системе (7). 
Они определя~ся как ветви многозначной кривой и(х, t), задаваемой неявным реше
нием уравнения Хопфа (8). Решение (11) можfIо представить при этом в виде [14]: 

N 

f(u, х, t) = L: Pi(X, t)б(u - Ui(X, т, 
i=1 

(12) 

где N - полное число потоков в данной точке х в момент t, а Pi(X, t) ~ относительный 
вес (или плотность) i-ro потока: 

J . 
Pi(X, t) = 1 + Idxo/duli 1 t' 

(13) • 

Из (13) следует, что вес Р; в любой МОМЩIТ времени t определяется непосредственно 
начальной функцией ио(х). 
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Укажем теперь основные асимптотические свойства решения (11), (12) для началь
ной функции (2). 

1. Число потоков N в любой точке х при t -+ 00 растет пропорционально времени: 

N сх: at, (Iuol) < а < (Iuol ), 
lmin l'nаж 

(14) 

где (Iuol) - среднее значение модуля начальной функции, а lmin и lmаж - полупериоды, 
определенные согласно (3). . 

2. В любой данной точке х для любого значения и, принадлежащего интервалу (4), 
на котором определена начальная функция ио, всегда найдется поток ui такой, что 

0= O(1/t). (15) 

3. Из (8), (12) следует асимптотика для каждого потока ui при t » 1: 

. aa~i == O(1/t), ~~ = O(1/t) . 

в силу указанных свойств асимптотически при t -+ 00 функция распределения 

f(u, х, t), как следует из (12)-(15), может бытьпредставлена в виде 

f(u, х, t) = Ли) + O(1/t). 

Здесь 

f(u) = lim {~~ \dXO I о(и - U i )}, 
t-+oo t L....J du . 

i=l • 

N сх: t (t -+ 00), (16) 

и суммирование идет по всем корням уравнения (8) при t -+ 00. Асимптотика (16) 
означает, что функция распределения (11), заданная в начальный момент времени t = О 
в виде о-функции, т. е. одного потока в каждой точке х, с течением времени за счет 

размножения потоков равномерно размывается и при t -+ оо.обращается в первом при

ближении по 1/t в однородную в х-пространстве, но размазанную по всему интервалу 
начальных скоростей (4) функцию f(u). Это и есть процесс эргодического размешива
ния. 

Чтобы определить функцию Ли), удобно воспользоваться усреднением основного 

уравнения (9) по пространственному интервалу L » lmаж. Определяя 
L 

- 1 f f(u,t)L =Е f(u,x,t)dx, (17) 

о 

находим из (9) 

aj(u, t) и . 
at = -Е [f(u, L, t) - f(u, о, t)]. 

Отсюда следует, что при L -+ 00 

aj(u,t) I =0 
at 

L .... oo 
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и,' следовательно! усредненная функция от времени не зависит: 

j(u, t)L--+оо = j(u). (18) 

Это означает, что предельная функция f(u) может быть ~ычислена непосредственно 
в начальный момент t = О путем прямого пространственного усреднения начальной 
функции (11): \ 

L L N(L) 

- . 1 J . 1 J '" 8(х - х;) f(u) = fo(u) = 11т -L 8(и - uo(x»dx = 11т -L L..J 1 '( )1 dx = 
L--+oo L--+oo. ио Х; 

О о· ,-1 

(19) 

в последнем выражении скобки (~")Жi означают усреднение по ансамблю корней Xi = 
= х(и) уравнения (2). Иначе говоря, значения lu&1 берутся в точках Xi(U), определяемых 
соотношением 

u = ио(х). (20) 

Подчеркнем, что сушествование пределов (15), (17), (18) обеспечивается эрroдич
ностью начальной функции (2)-(5)(точное определение эргодИчности см., например, 
в [16]). 

Аналогичным образом могут быть найдены двухточечная функция распределения, 

11 также высшие вероятностные характеристики размешанного состояния. Действитель
но, учитывая, что предельная функция f (и) не зависит от х, нетРудно убедиться" что тем 
же свойством обладает в размешанном состоянии и двухточечная функция распределе
ния F2(VI, V2; х', х"; t) Действительно, функция Н удовлетворяет уравнению Лиувилля, 
аналогичному (9): 

(21) , 

с начальными условиями 

(22) 

в уравнении (21) удобно перейти к новым переменным 

s = х' - х", х = х". 

Тогда оно примет вид 

Ввиду пространственной однородности задачи усредним функцию Р2 по Х на отрезке 

[O,L]. для усредненной функции (F2)L при этом получим уравнение 

д(Р2 ) L + (VI _ V2) д(Р2 ) L = 0(1/ L) 
at дв I 

(23) 
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с начальным условием 

(24) 

Решение уравнения (23) легко найти, оно имеет вид 

L 

1 J . (Р2) L(v!, V2, В, t) =L2 6(v! - uo(x»6(v2 - ио(х + S - (V2 - v!)t» dx + 0(1/ L) . (25) 

о 

j 

Выражение (25) мdжно представить в виде суммы дельта-функций: 

(26) 

где, как и прежде, x~(и) ~вляются корнями уравнения 'иo(x~) = V!. Физический смысл 
аргумента дельта-функции (26) очевиден. Он описывает увеличение расстояния S между 

коррелированными соседними точками х! и Х2 со временем в предположении, что в 

начальный момент эти точки находились на расстоянии ВаЬ = x~ - x~. При достаточно 
больших временах, если v! ~ V2, на~альным расстоянием ВаЬ можно пренебречь. Тогда 
из выражения (26), устремляя L ~ 00, получим 

(27) 

где !(v!), !(V2) - одночастичные функции распределения (19). Отсюда видно, что пар
ная корреляционная функция в нашем случае носит, фактически, характер 6-корре

ляции и полностью определяется одночастичным распредел~нием. как видно из (27}, 
пространственные корреляции пропорциональны (l/t)6(s/t-(v!-V2» и, следовательно, 
при любом конечном's затухают со временем как l/t. 

Заметим; что при выводе соотношения (27) предполагалось, что начальная функ
ция ио(х) непериодическая. Легко видеть, что в случае 'периодической функции мы 

получим аналОГИ'lные соотношения, но в выражении (27.) будет стоять сумма членов 
6(э - ('1.'2 - v!)t + хоп), где n - любое целое число, а ХО - период. Аналогичные 

соотношения имеют место и для высшиХ корреляционных функций рn , которые опи
сываются уравнением 

дРn дРn дР2" 
-at +v!-- + ... +vn -- =0. 

дх! дхn 

Таким образом, при t ~ 00 существует лишь одна ненулевая функция Ли). Это и 

означает полное размытие начального распределения ио(х). Предельное размешанное 

состояние (16), (19) является, таким образом, полностью некоррелированным. 
Рассмотрим некоторые примеры процесса размешивания. 

Прuмер 1. Начальные данные 8 виОе nериoдuчес"ой фун"ции. 
Зададим начальную функцию в виде 

'ио = а sinx. 

340 

(28) 



ЖЭТФ, 1999, 115, выn. 1 Развитие стохасти.,еских ОСЦUЛIIЯциЙ . .• 

Из (28), (19) следует, что х = arcsin (и/а) и 

С 
Ли) = а! cosx(u)! = п-/а2 _ и2' 

Нормировочная константа в (29) выбрана из условия 

а 

/ f(u)du = 1. 
-а 

(29) 

Подчеркнем, что хотя определенная согласно (29) вероятность Ли) для периодической 
начальной функции ио(х +ХО) = ио(х) имеет вполне реальный смысл, полного стоха
стического размешивания в этом случае не происходит: например, парная корреляци

онная функция при Vl = V2 И все высшие корреляции имеют в первом порядке по l/t 
бесконечные пики при xk - хт = nХО (26). 

Пример 2. Квазunерuодuчес"uе начальные данные. 
Пусть начальная-скорость задана в виде 

ио(х) = (ао + аl sin(kx»sinx. (30) 

где.k -произвольное иррациональное чи;сло, k « 1. Выделяя быстрые и медленные 
переменные"представим функцию ио(х) в виде 

ио(х) = а(Х) sinx, 

где 

X=kx, а(Х) = ао + а) ~in Х. 

Тогда с точностью O(k) для функции foo(U) получим 

1г /2 

Ли) =.!. / dX 
7r J а2(Х) - и2 

_ -1Г /2 

(31) 

Эта функция может быть выражена через эллиптические интегралы. 

Пример З. Бес"онечная nоследователь,!ость отдельных имnульсов. 

Рассмотрим начальную динамическую задачу и(х, О) ·в виде бесконечной последо

вательности импульсов одинаковой формы F: 

. '" (х - XOi ) и(х, О) = ио(х) = ~ F -()-.- '. 

• 
(32) 

. Здесь () - ширина импульса, точка XOi определЯет положение максимума i-ro импульса. 
Примем, что в максимуме F(O). = 1, тогда О ::; F ::; 1. Среднее расстояние между 

соседними точками Xi равно 1, а отношение ширины 'Импульса () к расстоянию между 
импульсами есть 

() 

'"'1= 7' 
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Величина, является характерным параметром рассматриваемой начальной задачи. Ис

пользуя (19), находим функцию распределения в виде 

f(u) = (1 - а(J),)б(u) + ,fl(U), 

где функция fl(U) имеет обычный вид: 

(l dUI-1
) 2ldul-l 

,fl(U) = dx х. = l dx ' 

(34) 

(35) 

Xi(U) - корни уравнения (19), определяемые формой начального импульса P(~). Усред
нение в (35) проведено по масштабу, превышающему ширину начального импульса (). 
Наличие б-функции в решении вполне понятно - начальное Распределение (32) в каче
стве наиболее вероятного значения имеет и '7' о. Постоянная a(J) ,определяется условием 
нормировки: 

Например, если форма импульса имеет вид 

то из (35) находим 

и, соответственно, 

FЮ = 1 - «(};~)2' х2 

Uо(Х) = 1 - «() /2)2' 

() 
х(u) = ±"2vг=-и, Idul = ~vт=u 

dx () 

1 

a(l) = J fl(U)du = 1 . 

о 

Прuмер 4. Случайная начальная функция. 

(36) 

(37) 

Выше мы рассматривали чисто динамическую начальную моД~ль. Вполне анало

гично процесс размешивания протекает и тогда, когда начальное 'условие задано случай

ной функцией. Например, если начальная функция является периодической со случай

ной амплитудой а; то, как нетрудно видеть, для установившейся после размешивания 

функции распределения вместо (29) имеем 

J da 
f(u) = ф(а) v' 2 2' 

7г а - и 

(38) 

где ф(а) - заданное распределение случайной величины а. Аналогично усреднение 

по параметрам ао, аl и k можно провести и для квазипериодической начальной функ
ции (30). 

з. сТОХАCfИЗАЦИЯ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ кдв 

Перейдем теперь к рассмотрению нашей основной задачи - исследованию асимп

тотических свойств решения уравнениЯКдВ (1) для случая непериодических осцилли
рующих начальных условий (2)-(5). Поскольку мы будем существенно использовать 

при этом особенности так называемых многофазных конечнозонных решений КдВ, 

вначале естественно напомнить структуру этих решений. 

342 



ЖЭТФ, 1999, 115, выn. 1 Развитие стохастическux осцuл.л.яциЙ . .. 

3.1. Мноroфазные решения КДВ 

При интегрировании уравнения КдВ методом обратной задаЧIf рассеяния определя

ющую роль играет структура начального потенциала -ио(х). В случае, когда начальный 

потенциал является периодической функцией специального класса, спектр задачи рас

сеяния состоит из конечного числа разрешенных зон (см. [5-7]). Построенные для та
ких начальных условий решения уравнения КдВ являются многофазными (g-фазными). 

Они находятся в теории конечнозонного интегрирования с помощью так называемой 

формулы следов (см. [17, 1]) 

9 ( Т2' + Т2 '+1) иу(х, t) = Т1 - 2 L f.Lj(x, t) - } 2} , 
}=1 

(39) 

где константы Tj > О, j = 1, ... , 2g + 1, представляют собой точки ветвления спектраль
ной поверхности комплексной переменной л в конечнозонной задаче рассеяния. Эта 

поверхность задается алгебраическим уравнением 

2g+1 

у2 = Rg(л) = - П (л - Tj) , 

j=1 

Т1 < Т2 < ... < T2g+1, 

(40) 

и является двулистной римановой поверхностью рода 9 с разрезами вдоль разРешенных 
зон (-00, Tl], [Т2, тз], ... , [T2g, T2g+1]. 

Функции f.Lj(X, t) (так называемый дополнительный спектр конечнозонной задачи 
рассеяния) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений Дуб

ровина 

j = 1,2, ... ,g. (41) 

Здесь (1'j = ±1 - знаки квадратного корня функции Rg(щ). Каждое ""j лежит в своей 

запрещенной зоне [T2j-l, T2j] и осциллирует при изменениях Х, причем каждый раз, 

когда f.Lj достигает края зоны, (1'j меняет знак и движение переходит на другой лист ри

мановой поверхности. Характерный период осцилляций функций JLj, как ясно из (41), 
имеет порядок е. 

Уравнения (41) описывают в общ~м случае систему связанных нелинейных осцил
ляторов. При 9 = 1 осциллЯтор один и из (39), (41) следует единственное уравнение, 
решение которого выражается через эллиптическую функцию Якоби [18]: 

(42) 

где т = (Т2 - Тl)/(ТЗ - Tl) - параметр эллиптической функции, а'<ро - произвольная 
начальная фаза (константа интегрирования). Решение и1(Х) - периодическая функция 

Х с амплитудой а и периодом Т: 

(43) 
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где К(т) - полный эщпi:mический интеграл первого рода. При m - 1 колебания вы
рождаются в цепочку отдельных солитонов высоты а, причем расстояние между солито

нами растет с уменьшением разности rз - Т2, т. е. с уменьшением ширины разрешенной 

зоны: 

т = 2-1/2 10 !n (16 rз -r1 ) . 
, rз - Т2 

(44) 

При 9 "" 2 система (41) описывает два связанных осциллятора, в частности, движе
ние тяжелого волчка (случай Ковалевской) (см., например, [19]). Результаты числен
ного интегрирования системы (41) для различных 9 приведены на рис. 2, Видно, что с 
ростом 9 форма колебаний (39) становится все более сложной, для достаточно больших 
9 они внешне ВЫГлядЯт неупорядоченными. Это и понятно - если однозонное решение 

9 = 1 содержит лишь один период и его неШfнейные гармоники, то' g-фазное решение 
является квазипеРl10дической функцией и содержит 9 независимых периодов, а также 
все их нелинейные гармоники. 

Следует, вместе с тем, подчеркнуть, что в многофазном решении, как и в случае (42) 
9 = 1, сужение разрешенной j-ой зоны, (r2j+l - r2j) - О, приводит К выделению спе-

4 6 

х 

Рис. 2. Многофазные решения !<дВ. а - Однофазное: т. = О; Т2 = 0.2; Тз = 2. б
Двухфазное: т. = О; Т2 = 0.001; Тз = 3.5; Т4 =. 3.5005; TS = 7, (/ - Пятифазное: т. = О; Т2 = 1; 
Тз = 2; Т4 = 3; TS = 4; Т6 = 5; Т7 = 6; тв = 7; Т9 = 10; Т.О = 11; тв = 14, г - Шестифазное: 

т. = О; Т2 = 0,7; Тз ~ 4; Т4 = 5.6; TS = 5.7; Т6 = 5.8; Т7 = 8,6; ТВ = 13.2; Т9 = 15,6; Т.О = 22; 
ТВ = 23.1; Т.2 = 23,11; ТВ = 27.4 
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циальных нелинейных ОСЦИЛiIЯций в виде соответствующИх этой зоне солитонов, раз-
деленных большим интервалом (44): . 

(45) 

В случае же, когда все разрешенные зоны являются узкими, T2j+l - T2j-+ О, 
j = 1, 2, ... , g, все g-фазное решение распадается на. солитdны различной амплитуды 
(рис. 26). При ~g «: Tj ЭТИ солитоны В первом приближении по параметру ~g/T сво-

бодны. . 
Временюiя эволюция функций /Lj(X, t) описывается слабонелинейной системой 

дифференциальных уравнений 

Q/L' Q/L. 
_З = 2 (-и (Х t) + 211')_З at g., rз дх 

(46) 

с начальными данными, которые находятся интегрированием стационарной систе

мы (41)~ 

Orметим TaIqКe, что конечнозонное решение КдВ (39)-(41), (46) может быть вы
ражено через алгебраическую функцию на g-мерном торе - тэта-функцию римановой 
поверхности (40) (см. [19]) I 

3.2. Процесс стохастизаu.ии 

Начнем с краткого описан}Щ эволюции одиночного локализованного возмушения 

и(х, 0);= ио(х), ио(+оо) = ио(-оо) = О. (47) 

Развитие со, временем гладкого возмymениЯ и(х, t) описывается вначале уравнением 
Хопфа (2), так как член с высшей производной в изучаемом пределе слабой дисперсии 
~ -+ О вначале несутествен. После прохождения в момент tk критической точки опро
юtдывания Xk, где \ди/дх\ -+ 00, в решении уравнения Хопфа в окрестности точки Xk 
появляются три потока (7), (12), т. е. при t > tk здесь возникает многопотоковое течение 
.(рис. 1). В решении уравнения КдВ определяюшую роль начинает играть дисперсион
ный член с высшей производной ~2дЗu/дхЗ. 'Благодаря этому решение уравнения КдВ 
остается всегда однрзначным, т. е. однопотоковым, но зато в окрестности точки опро

кидывания возбуждаются мелкомасштабные (с периодом "" ~) колебания. Важно, что 
эти меЛКОМ;iсштабные колебания могут быть представлены в виде однофазного реше

ния уравнения КдВ (42), (43) с медленно изменяюшимися в пространстве Х и времени 
t точками ветвления на римановой поверхности - параметрами Т\, 7-2, Тз. Изменение 
параметров Ti(X, t) описывается системой модуляционных уравнений Уизема [20]: 

i = 1,2,3, (48) 

Мы видим, что система уравнений для римановских инвариантов Т\, Т2, ТЗ В обла

сти осцилляций вполне аналоmчна уравнениям Хопфа для трех потоков, возникающих 
после опрокидывания (7). Эта аналогия распространяется и дальше в характере сшив
\(и с неосциллирующей частью решения [4]: сшивка происходит в каустической точке 
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x-(t), где сливаются не только инвариаНТЫТl и Т2, НО И скорости V1 и}2; аналогичное 

слияние инвариантов Т2 и Тз И скоростей}2 и Vз происходит в точке x+(t) (см. рис. 30). 
Orличие от трехпотоковых уравнений Хопфа (7) состоит в том, что групповые скоро
сти vi зависят теперь от всех трех инвариантов, а не только от Ti. Однако выполнение 
условий (48) и условий сшивки инвариантов показывает, что динамика инвариантов 
Римана качественно вполне 'подобна развитию трехпотокового течения. Это полностью 
подтверждают решения соответствующих задач, полученных при различных начальных 

условиях (см. [4,21-26]). 
Перейдем теперь к интересующему нас осциллирующему начальному условию (2)

(5). В этом случае опрокидывание происходит в каждой точке перегиба начальной кри
вой ио(х) (рис. 36). Здесь развиваются зоны однофазных осцилляций. Затем с течением 
времени зоны однофазных осцилляций начинают перекрыватъся. При этом развива

ются двухфазные, затем трехфазные осцилляции (рис. 3в) и т. д. Они описываются со

ответственно пятью, семью и т. д. римановыми инвариантами. Изменение римановых 

инвариантов Ti для g-фазной структуры описывается обобщенной системой уравнений 

Уизема (Флашка, Кричевер и др. [27,3,28,29]): 

i = 1, ... ,2g+ 1, (49) 

Уравнения (49) записаны в системе координат, движушейся со скоростью UOmin'. При 
этом переход от g-фазной структуры к (g + 1)- или (g -1)-фазной структуре совершается 
в каустических точках х;, rдe, согласно правилу, описанному выше для однофазной 
системы, происходит слияние инвариантов [30] . .для начальной задачи (2)-(5) с тече
нием времени количество фаз в каждой точке возрастает, 9 сх: t, а поскольку область 
определения параметров Т i задана начальными условиями (4) в ограниченном масштабе 

иотах - UOmin 2: Т 2: о, 

а 

б 

Рис. З. 

х 

в 
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то это означает, что среднее расстояние между инваl?иантами (~T) = (Iri+1 -ril) убывает 
со временем пропорционально t: 

(Ат) <х l/t. 

Описанный процесс полностью подобен размножению потоков в решении уравнения 

Хопфа и происходит равномерно во всем пространстве х. Поэтому по аналогии с мно

гопотоковым решением уравнения Хопфа, исследованным в разД. 2, асимпТотически 
при t --+ 00 устанавливается с точностью O(1/t) вполне определенное стационарное 
распределение Р(т) по инвариантам Т. Функция распределения Е(т) описывает отно
сительную плотность инвариантов r i в интервале от r до r + dr. Естественное правило 
нормировки имеет вид 

rтnо.ж J F(r)dr = 1. (51) 

Tmi'R 

Значения rmin'и Тта:Х: определены в соответствии с (50). Фазовые соотношения раз-· 
личных мод осцилляций при этом неСуШественны, так ЧТО переход при t --+ 00 к не

преРЫВНQМУ распределению Р(т) представляет собой уже стохастическое описание си

стемы. Определенным аналогом такого описания может быть континуальный предел 

е-Функции, введенный Венакидесом [31]. 

3.3. Стохастическая МII0roсолитоннаи структура 

Остановимся теперь на одном важном отличии структуры римановых инвариан

тов решения КдВ для начальной задачи (2)-(5) от структуры многопотокового течения 
Хопфа. Вернемся для этого к анализу одиночного локализованного ВОЗМуШения. При 

t ~ 1 асимптотическое поведение решения начальной задачи (47) принимает вид так 
называемой солитонной волны [23,24] - набора солитонов, выстроенных по амплиту,. 

де: впереди солитон с наибольшей амплитудой, за ним солитон с меньшей амплитудой 

и т. д. Расстояние между солитонами линейно растет со временем, Та <х t, что является 
естественным следствием линейной зависимости скорости солитона от амплитуды [2]. 
Но, как следует из (44), это означает, что ширина разрешенной зоны rз - Т2 экспонен

циально сужается со временем: 

Тз - Т2 =rзехр ( __ t_) , . тl --+ О, 
. т(rз) 

t ~ 1. (52) 

Аналогичная ситуация имеет место и для двухфазной, трехфазной и любой многофазной 

системы при t --+ 00. Солитоны разной амплитуды asj, принадлежашие каждой данной 
фазе), движутся с разной скоростью V(asj). Следовательно, со временем увеличивает
ся период Tj и, соответственно, согласно (45), экспоненциально убывает ширина j-ой 
разрешенной зоны: 

(53) 

Таким образом,' в исследуемой нами многофазной структуре при t --+ 00 ширины 

разрешеннЫх зон в каждой точке х экспоненциалЬН9 сжимаются, а ширины запрещен

ных зон (T2j, r2j+l), (r2j+2, Т2j+З) и т.д. убывают лишь как l/t. эта особенность отличает 

347 



А. В. Гуревич, К П. Зыбин, Г. А. Эль ЖЭТФ, 1999, 115, ВЫn.1 

структуру распределения инвариантов в уравнении КдВ от структуры многопотоковых 

течений уравнения Хопфа, где все 2j + 1 потока равноправны. Вместе с тем, из (53) 
вытекает важное следствие для хаотической структуры уравнения КдВ. Прежде всего, 

из выполнения условия (53) для каждой фазы следует, что развивающаяся при t -+ 00 

из начального условия (2)-(5) структура представляет собой систему взаимодействую
щих солитонов (см. (45».Да:лее из (53) вытекает, чтосолитоны, принадлежащие дан
ной моде, Т.е. связанные единым происхождением из одного горба начальной функ

ции ио(х) (2) и, тем самым! связанные вначале опреде~енным фазовым соотношением, 
находятся на большом и все возрастающем со временем расстоянии Tj друг от друга: 

Tj ·rxt. Но это означает, что вследствие общего закона сохранения средней плотности 
пространство между ними заполняется солитонами, принадлежащими другим модам, 

т. е. солитонами, не связанными общим происхождением и обладающими, следователь

но, случайными фазами. В результате при t -+ 00 во всем пространстве устанавливаеТся 
фактически случайное распределение солитонов с равномерно распределенными фаза" 

ми. КаждЫй солитон можно характеризовать поэтому лишь его амплитудой а. Макси

мальное значение амплитуды ограничено заданным начальным условием ио(х) (2), (43), 
(50): 

При этом для непериодической осциллирующей начальной задачи (2)-(5) множество 
амплитуд солитонов счетное и всюду плотное на интервале О ~ а ~ ат . Возникающую 

хаотическую C1l'yicrypy можно описать поэтому функцией распределения по амплиту
дам: 

. f(a), (54) 

В дальнейшем будем принимать UOmin = О, иотах = 1 и, соответственно, ат = 2. 
Существование при t -+ 00 не зависящего от х предела f(a) является следствием 

эргодичности начЗ:Льной функции ио(х). Функция распределения солитонов по ампли
тудам f(a) определяется непосредственно видом начальной функции ио(х) (2). Действи
тельно, согласно обратной задаче рассеяния, солитоны соответствуют уровням дискрет
ного спектра уравнения Шредингера с потенциалом -ио(х). В силу малости параметра 

€ при решении уравнения Шредингера можно воспользоваться квазиклассическим при
ближением. Тогда распределение солитонов по амплитудам f(a), описывающее число 
солитонов с амплитудами в интервале от а до а + da, 

dW = f(a)da, (55) 

определяется формой каждой отдельно~ потенциальной ямы начальной функции. А· 
~ именно [23]: 

I 

f(a) ,,;, __ 1_ J D'(z) dz. 
41Г€ ';z - aj2 

а/2 

(56) 

Здесь D(z) - ширина начальной ямы на уровне U ,; z. Производная D'(z) связана с 
начальной фОРМQЙ ямы Р({) очевидным соотношением: 
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D' (z) = - + .,..---,---,--. (О О) 
. IdF / d{1(,(z) IdF / d~lblz) , 

, (57) 

где ~I(Z) и ~2(Z) - значения двузначной функции обратной к Р(О в точке p(~) = z. В 
силу малости параметра ,О: систему уровней можно рассматривать независимо в каждой 

яме. В результате получим 

f(a) ~ ~ f: fk(a) , -
. т k-I 

(58) 

где fk - функция распределения в k-ой яме. 

Таким образом, функция f(a) нормирована на среднее число солитонов в яме N. 
Согласно условию (4), можно ограничиться в этой сумме, конечным числом ям началь
ной функции т на выделенном на оси х достаточно большом интервалеL. При этом, 

согласно (2)...(5), функция распределения f(a) с точностью O(O/L) не зависит от того, 
на каком участке L начальной 'функции она вычисляется. Приведем примеры. 

Прuмер 1. Пусть ио(х) представляет собой последовательность отдельных импульсов 
вида (38). Тогда, согласно (56), имеем 

1 

О] dz' О' 
Ла)=- . =-. 

. 87Г0: ~..)z - а/2 80: 
а/2. 

(59) 

Будем считать, что ширина и;мпулъсов промодулирована: 

k «: 1. 

в этом случае, усредняя 'по масштабу L » 1 / k, получим непрерывное распределение 
СОЛ,итонов 

, 00 ( Ь) Ла) = 80: 1 + 2 . 
\ . . 

Прuмер 2. Пусть ио(х) = ЬО-совх), тогда D(z) = 2arccos(1-z/b) и из (56) получим 

1 JO dt' lПь' ( . ffь'f!b) f(a) = --о '= ~ -р агсsш(-); - , 
27ГO:vЪ ..)1 - а/2Ь - сов t 7Г0: аЬ 8Ь а 

arccos(l-a/2b) . 

(60) 

где F(ф; in) - неполный эллиптический интеграл первого рода. ' 
Рассматривая далее медленное изменение амплитуды колебаний начальной функ

ции ио(х) вида Ь = 1 + ы� sin(kx) (ы� < 1; k «: 1, иррациональное), 'можно и здесь 
получить непрерывное распределение f(a), усредняя (60) по масштабу Е» l/k: 

.". ( 1 ·dz ,4.'. 
f(a) = l'агсsш 

, V2U7Г2О:! v'1 + 61 sin z , 
-11'. . 

а 8(1 + ~I sinz) ) . 
8(1 + Ь1 sinz) , , 

Другим важным параметром является средняя пространственная плотность солито

нов С, характеризующая их взаимодействие. Средняя пространственная плотность со

литонов С также определяется непосредственно видом начальной функции ио(х). Дей

ствительно, полное число солитонов 'в одной отдельной яме, согласно (56), есть 
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(61) 

Определяя общее число солитонов во всех ямах на «представительном ... масштабе L, 
находим среднюю плотность солитонов, соответствующую данной начальной. задаче: 

(62) 

По условиям (3)-(5) плотность С не зависит от выбора участка начального распреде
ления. Например, для плотности солитонов В случае (59) имеем 

с = _.'У (1 +~) 
4е 2' 

где в соответствии с (33) 'у = ()ол (l - среднее расстояние между импульсами). Под

черкнем, что плотность ограничена - она не превосходит величины порядка l/е. На
пример, в случае однофазной волны (42) минимальное значение периода колебаний 
Tmin достигается при т -+ О и равно (43) 

Соответственно, максимальное значение плотности равно 

1 al / 2 
Ст =--=-· Tmin 1Ге 

Отсюда ВИдно, что величина Ст уменьшается с уменьшением амплитуды солитонов. 
Заметим, что функция распределения солитонов, нормированная на пространственную 

плотность солитонов, есть fc(a) = с f(a). 
Подчеркнем, что возможность описания основных свойств рассматриваемой струк

туры с помощью хаотической системы солитонов, характеризуемых лишь распреде

лением по амплитудам и средней плотностью, определена ВИдом начальной функции 

ио(х). Важную роль играет при этом условие пространственной однородности началь

ной функции ио(х) и условие (5), благодаря которым исключается влияние особой точки 
на бесконечности (х -+ ±оо). 

Несмотря на то что, как указывалось выше, определенным аналогом рассматривае

мой здесь системы является континуальный предел е-функции [31], необходимо обра
тить внимание и на их существенное различие. Дело в том, что в [31] рассматривается 
предел для g-зонной структуры, возникающий, например, в случае периодической на

чальной задачи. Эта структура образована большим числом g - N - 1/ е со.цитонных 
решеток [29], каждая из которых соответствует определенной зоне. Ширина разрешен
ных зон, описываюших решетки, при этом экспоненциально мала по сравнению с ши

риной запрещенных з.он, описывающих различие в уровнях солитонов, принадлежащих 

соседним решеткам. Иначе говоря, амплитуды солитонов в размешанной системе не 

произвольны, а изменяются мелкими (- е) скачками. 

В рассматриваемой нами системе в асимптотике при t -+ 00 не возникает выде

ленных солитонных решеток. Квантовые уровни начального распределения образуют 
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непрерывную систему. Соответственно при t -t 00 возникает и непрерывное распре

деление солитонов по амплитудам (56)-(58). Подчеркнем, что хотя в квазиклассиче

ском пределе, рассматриваемом. в [31], континуализированное описание дискретного 
спектра тождественно описанию непрерывного распреде,JJения солитонов, но при более 
детальном анализе, например при рассмотрении корреляционных функций, между ни

ми могут возникать принципиальные различия, что видно уже на примере уравнения 

Хопфа. Более подробному рассмотрению соответствующих математических вопросов 

посвящена работа Крьmова и др. [32]. 

4. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСГЬ ОТДЕЛЬНЫХ ИМПУДЬСОВ В УРАВНЕНИИ кдв 

Рассмотрим для уравнения КдВ со слабой дисперсией ~ ~ 1 начальную задачу в 
виде бесконечной последовательности импульсов одинаковой формы (32). Будем счи
тать импульсы редкими: 

8 
'у = 1 ~ 1. (63) 

в течение времени t ~ 1/ 'у :» 1 каждый импульс может рассматриваться независимо. За 
это время импульс превращается в солитонную волну, т. е. распадется на больщое число 

солитонов N "" 8/~, выстроенных по амплитудам [23,24]. Полное число солитонов, 
возникающих в результате распада одного импульса, равно 

2 00 

N = ! f(a)da = :~ ! JF(~)d~. (64) 

о -СХ> 

Каждый солитон движется со своей скоростью vs , пропорциональной его амплитуде: 

V s = 2а .. (65) 

Рассмотрим теперь асимптотическое поведение решения уравнения КдВ с началь

ным условием (2) и с учетом (63) при t -t 00. Как показано в разд. 3, вследствие 
эргодичности рассматриваемой задачи система перейдет в равномерно размешанное по 
оси х стохастическое состояние. Исследовавшийся в разд. 3 процесс размноженJiЯ мод 
эквивалентен в нашем случае постепе~IНОМУ наложению друг на друга солитонных волн, 

возникающих вследствие различия в скоростях солитонов (65). Рассматриваемый про
цесс размешивания тем более очевиден, что в линейном по 'у приближении взаимо

действием солитонов можно пренебречь. Речь идет тогда о размеiuивании в одномер

ном пространстве идеального газа невзаимодействующих частиц (солитонов), имеющих 

спектр скоростей f(v s ). Orметим, что кинетика газа солитонов с учетом их взаимодей

ствия рассматривалась Захаровым [33]. 
для интересующей нас задачи важно, что каждый солитон имеет вполне опреде

ленную зависимость фОРМ~I u ОТ Х и t: 

. 2(x-vt(a)1/2) u = ив(х) = а ch- ~ s 2" . (66) 
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Поэтому, для того чтОбы, следуя результатам раэд. 2, найти в главном приБЛИЖel:lИИ 
функцию foo(U) распределения по скоростям u в стохастически размешанном состоя
нии, необходимо рассмотреть вначале функцию распределения плотности вероятности 
в солитонной волне фиксированнойамплmyды: 

.' " 21 d 1-1 
. fa(u) = (6(и - ив(х)))х; = 1 d~ , 

а затем провести ее усреднение по амплитудам солитонов: 

- 2 / 1 ) 2 /2 1 dusl-I 
- foo{u) = 1 \ Idus/dxl а = 1 f(a) dx . da. (67) 

u 

Здесь принято во внимание, что солитоны распределены по амплmyдам согласно (55), 
(56) и что вклад в foo(U) дают лишь солитоны с амплmyдой, большей чем и. Учтем 
теперь, что величина1du/dхl для солитонов (66) имеет универсальный вид: 

.- =-uVа-u. ~dusl ..f2 
dx е 

. (68) 

Подставляя (68) в (56) и выполняя интегрирование,ПРИХОДИМ к универсальному выра
жению для установившейся функции распределения: 

(69) 

. Здесь С1 - нормировочная константа. 

Из (69) видно, что функция распределения foo(U) неограниченно растет при u ~,O 
пропорционально 1/и, так 'что распределение (69) ненормируемо. Следует, однако, 

иметь ввиду, что при очень малых u использованное нами приближение невзаимо
действующих солитонов нарушается. 

Для вычисления взаимодействия между солитонами (см. [1]) отметим, что при 
'у ~ о солитоны перекрываются в основном своими экспоненциальными хвостами. 

Поэтому величина скорости и(х) в области взаимодействия может быть представ

лена в виде суперпозиции двух экспоненциальных солитонных «хвостов": 

и(х) = а ехр ( - ~~) + а2 ехр ( х ~ хо fj) . (70) 

Как следует из (67), нам надо вычислить х'(и) как функцию и. Продифференцировав 
. выражение (70), после некоторой перегруппиррвки членов получим связь между и'(х) 
и и: 

10 [(Vau + eJ2u')(uJli2 - eJ2u,)va,/a] = _:0 Va2/2 + 

+ 10 [(а3 /2 + ~vГa2>Ja,/a(a2Va + a~/2)] . 

Ввиду малости параметра 'у выполняется следующее условие: 

:0 fj ~ 1п [(а3/2 + ava;.)Va,/a(a2Va + а;/2)] . 
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Поэтому решение уравнения (71) можно представить в виде 

(Vau + с:vГзu')( u..fii2 - c:v'2u')V а,/ а = ехр { _ :0 ~ } . (72) 

Анализ выражения (72) показывает, что существует минимальное значение Umin такое, 
что при U < Umin решение отсутствует, где 

Umin = _1 ( Га2) -~/(I+va,/a) ехр {_ Ха VaJ2 }. 
va y~ с: 1+Ja2/a 

При этом для dx / du имеем следующее соотношение: 

jdX j 1 - сх , 
du и .... и"';n уи - Umin 

Таким образом, мы видим, что полученная ранее расходимость 1/и в выраже
нии (69) для foo(U) обрезается при малых U на величинах U = Umin. Поэтому для устра
нения расходимости в (69) необходимо при усреднении ввести обрезание при U = Umin. 
Orметим, что точный расчет показывает, что результат не зависит от способа обреза

ния. Поэтому проще всего провести обрезание, вводя ступенчатуЮ функцию Хевисайда 

Н(х), которая, как обычно, равна нулю при х < О и равна единице при х > о. эту 
функцию необходимо усреднить по положению второго солитона Ха и по амплитудам 

а, а2. Можно показать, что вероятность взаимного расположения солитонов в разме

шанном стохастическом состоянии подчиняется пуассоновской статистике независимо 

от вида начального распределения. Распределение Пуассона является пространствен

ным аналогом равномерного распределения фаз ПQ периоду. Иначе говоря, вероятность 

того, что расстояние между солитонами принимает значение хо, есть 

р(хо) = 4с: ехр (-хо .1..) 
, 4с: 

(73) 

Здесь учтено, что среднее расстояние между солитонами в нашем случае (32), (62), (63) 
равно 4с:/,. Усреднив по пуассоновскому распределению (73), получим 

00 

(Н(и»)хо = f Р(хо)Н(и - Umin(XO, а2, а» dxo = u'Y/2,,/i (vk + Ja). (74) 

о 

Далее надо усреднить выражение (74) по амплитудам солитонов а, а2. Это усреднение 
проводится с использованием функции распределения солитонов по амплитудам а. В 

результате вместо соотношения (56) для функции foo(u) получаем нормированное рас
пределение foo(U): 

foo(u) = ~и-1+'Y/2 D (~) . 

Нормировочная константа в (75), как обычно, определена из соотношения 

12 ЖЭТФ, N21 

00 f foo(u)du = 1. 

о 
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f 
2 

2 

Рис. 4. Функция распределения по 

скорости f (и) для начальной функции 
u(х), определенной согласно (32), (36): 
1 - уравнение КдВ (76). Штриховая 

линия - поправки ос ,,2; 2 - бездис
персионный предел (34), (37) (уравне-

ние Хопфа); 

Так, например, для случая, когда начальная функция задается набором параболических 

импульсов (36), функция распределения при" <t:: 1 имеет вид 

(76) 

Функция распределения (76) показана на рис. 4. 
Orметим, что обращение функций распределения (75), (76) в бесконечность при 

u -+ О является следствием использованного здесь линейного по' 'у приближения. В 

этом приближении не учитывается оq>бая роль малоамплитудных солитонов. Действи

тельно, как видно из (66), ширина солитона !!.х э растет с уменьшением его амплитуды: 

€: 
I1хэ :::::r-;' 

уа 

Среднее же расстояние между солитонами равно 

Поэтому при а '" "'12 солитоны существенно перекрывaIOТСЯ и их нельзя считать слабо 
взаимодействующими. Таким образом, функция распределения (75) справедлива лишь 
до значений u '" "'12, т. е. до значений f 00 '" 1 /"'1. При значениях u < "'12 ее рост 
обрезается за счет сильного взаимодействия малоамплитудных солитонов. Благодаря 

• этому и функция f 00 (и) принимает вмд; качественно показанный штриховой линией 

на рис. 4. Ее точное вычисление требует полного учета эффектов'" "'12, что выходит за 
рамки настоящей работы. 

Orметим в заключение, что при одинаковых начальных условиях (32) существу
ет структурное подобие функций распределения в решении КдВ foo(u) (76) и Хопфа 
f(u) (34): обе они имеют характерное значение порядка 'у при u '" 1 и высокий макси
мум при u -+ О (см .. рис. 4). эти особенности отражают свойства начального ,распре
деления ио(х). 
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S. ФУНКЦИЯ КОРРF.JIЯЦИИ 

Перейдем теперь к изучению корреляционной функции в размешанном состоянии. 

Как обычно, определим ~e соотношением 

K(s) = (u(х + s)u(x») - (u(х»)2. (77) 

Здесь скобки ( ... ) означают усреднение по пространству х. В соответствии с уже про
веденным анализом функции вероятности foo(u) в квазиЮIассической задаче (с: -t О) В 

случае разреженной последовательности начальных импульсов ('У -t О) отчетливо вы

деляются две области. Первая - основная область значений и'" 1, где решение рас
падается на систему редких солитонов, так что в первом приближении по параметру 

'у их можно считать невзаимодеЙствующими. Корреляции здесь короткодействующие, 

определяются лишь масштабом солитона с:. Вторая область - область очень малых 

значений и < "12, где основную роль играют малоамплитудные солитоны а"''''?, При 
этом взаимодействие между солитонами оказывается не только существенным, но и 

преобладающим. В этой области, должны естественно возникать Дa.JIЬнодеЙствующие 

корреляции. 

Мы рассмотрим здесь первое приближение по параметру 'у ,и, следовательно, толь

ко область короткодействующих корреляций. В этом приближении вклад порядка 'у в 

функцию корреляции вносит только первое слагаемое в в~ражеНIJИ (77). Его можно 

переписать в виде 

2 

K(s) = / f(a)Ka{s) da, 

о 

(78) 

где f(a) - функция распределения солиТонов по амплитудам (56), а Ka(s) - функция 
корреляции солитонов данной амплитуды а: 

_ s (а)'/2 s, - ;' '2 . (79) 

-00 

Здесь 1 - среднее расстояние между импульсами. После интегрирования из (78) полу
чим 

(80) 
.) 

Функция Ka(s) имеет ,максимальное значение при S = О. Вблизи максимума при 
, s « с:/а'/2 она представима в виде 

, _ vi а3/ 2 ( 'а 2) 
ка(э)...., зс:-z- 1- 5с:2В . 
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При 8 » е/а1 /2 корреляционная функция экспоненциально уменьшается: 

а2 ( 8а 1 /2 ) K a(8)s"»E/a l /' = 48Т ехр -v'2-e- . 

Полная функция корреляции зависит от распределения солитонов по амплитудам. 

Рассмотрим конкретный пример (36). В этом случае 

'( 2 () 
D z) = -1 '( )1 = ~. u z 2у l- z 

Поэтому 

1 . { () () dz -, 
f(a) = - = 8е 81Ге f }(1 - z)(z - а/2) О 

a~ , 

2 ~ а ~ О, 
(81) 

а> 2. 

Из (78), (80), (81) следует 

:i 
_ ..fi() f [ ch 81 1 ] 3/2 

К(8) - 8t (sh 81)3 81 - sh2 81 а da. (82) 

о 

Из этого выражения находим асимптотики корреляционной функции: 

. К(8)В"»Е = 31 (~)5 [1- ~ (~y ехр (_ 2е8)] . 

(83) 

Orсюда видно, что максимальное значение коррелятора К(О) = (2/15)1, а при больших 
значениях параметра 8 он уменьшается как 8-5. Полный интеграл от корреляционной 
функции естественно пропорционален малому параметру 1е: 

00 

J = f K(8)d8 = v'21e. 
-00 

Вид функции (82) показан на рис. 5а. 
Сушественный интерес представляет обычно и фурье-образ корреляционной функ

ции - спектральная мощность процесса [34]: 

00 

S(k) = 2~ f K(8)eiksd8. (84) 

-00 

В рассматриваемом нами случае импульсного процесса с неперекрывающимися им

пульсами 

2 

S(k) = ~ f (lu sa (k)12)f(a)da, 

о 
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S(k)/S(O) 

. 
I~ 

О 2 4 SIE О 2 ke 

Рис. 5. а - Функция корреляции K(s); б - фурье-спектр S(k) 

где 

00 2 

(k) - 1 J () -ikxd - е k 
и.а - 2 и.а х е х - ( 1/2) 

. тr -00 2тrsh ke (2/а) 

- фурье-образ отдельного солитона. 

В рассматриваемом выше примере (36) интегральный фурье-спектр имеет вид 

(85) 

Выражение (85) имеет следующие асимптотики. При ke « 1 спектр стремится к по
стоянной: 

'"'!е 
В(О) = 32тr2 • 

При ke »,1 спектр экспоненциально уменьшается: 

1 . 
S(k) = 4тr2 (,",!e)(ke)2e-2ke. 

Общий вид фурье-спектра (85) показан на рис. 56. 

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Изучаемый в настоящей работе процесс можно рассматривать как генерацию со

литонной турбулентности в динамике сплошной одномерной недиссипативной среды, 

описываемой интегрируемым уравнением КдВ. Подчеркнем основные результаты тео

рии. 

1. При начальных условиях, имеющих вид крупномасштабных осцилляций ио(х), 
заданных на всей оси х, вследствие динамики КдВ асимптотически при t -+ 00 устанав

ливаются стохастические мелкомасштабные осцилляции, которые можно описывать в 

терминах непрерывного случайного процесса: плотности вероятности !(и), корреляци

онной функции K(s), другими высшими корреляциями. 
2. Статистические характеристики !(и), K(s) и другие однозначно определяются 

видом начальной функции ио(х) и могут быть конкретно вычислены. Они являются 

устойчивыми, т. е. остаются неизменными при произвольных конечных возмущениях 

J начальной функции ио(х): 

357 

\ 



А. В. Гуревич, К. iI. 'Зыбин, Г. А. ЭЛЬ Ж~ТФ, 1999, 115, выn. 1 

00 

J = J IБu(х)ldх < 00, (86) 

-00 

Общее доказательство последнего угверждения состоит в том, что конечное возмущение 

начального условия (86) соответствует конечному возмущению начальной солитоной 
структуры и поэтому оно не может изменить функцию распределения Ла), определя

емую бесконечным количеством солитонов. 

3. Все динамические свойства системы описываются поправками, имеющими ма
лость O(1/t). ,При t -+ 00 они асимптотически исчезают и остается возможным только 

статистическое описание. 

Разумеется, точное доказательство сФормулирова~ных утверждений требует деталь

ного математического исследования, которое выходит за рамки настоящей работы. 

Подчеркнем также, что полученные здесь окончательные выражения для KOHKPe1J:lЫX 

простых примеров MOryт быть обобщены с использованием как аналитических методов 

минимизации многосолитонного взаимодействия, развитых в [3,31,25], так и числен
ных методов. Отметим также, что предлагаемая теория может быть обобщена на другие 

полностью интегрируемые систеМJ>I. 

В заключение несколько замечаний о связи рассмотренного здесь процесса с дру

гими известными моделями возникновения хаотического движения. 

1. Можно усмотреть некоторую аналогию между механизмом Ландау-Хопфа по
следовательных бифуркаций в развитии неустойчивости течения диссипативной сплош

ной среды [13] и последовательным увеличением числа мод многозонной структуры В 
рассматриваемой здесь теории. Следует также отметить и существенное различие меж

дy ними. В то время как бифуркации Ландау-Хопфа развиваются как линейные не

устойчивости течения, в нашем случае определяющую роль играют сингулярные точки 

в х-пространстве. Именно возникновение сингулярностей вследствие последователь

ного опрокидывания профиля скорости u приводит К генерации новых мод, которые 
сразу развиваются как сильнонелинейный процесс в локальной окрестности данной 

сингулярной точки Xk. Отметим, что на важную роль сингулярностей для высших кор

реляций указывается и в современной теории гидродинамической турбулентности (см., 

например, [35]). 
2. Поскольку и(х, t) является скоростью, траектория каждой данной точки х в си

стеме координат, движущейся с постоянной средней скоростью и = (ио(х)}, описыва
ется уравнением 

dx ( ) _ 
dt = U x,t - и. (87) 

В нашем случае все траектории x(t) начинаются крупномасштабным движением, опре
деляемым уравнением (87) с начальным условием (2)-(5), но затем с ростом t стягивают
ся к мелкомасштабным осцилляциям x(t) с характерным масштабом порядка €. Этот 

процесс компактизации траекторийх(t), возможно, имеет аналогию с aтrpaктopaMIII, 

рассматриваемыми в теории диссипативной турбулентности. 

3. В согласии с теорией интегрируемости уравнения КдВ произвольную крупномас
штабную финитную функцию ио(х) > О можн\) С высокой степенью точности (порJJДКa 
ехр(-1/е» аппроксимировать многосолитонным решением с N '" l/е [3]. Важно, что 
каждый солитон имеет определенную амплитуду ai, а местоположение его центра Xi 
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при этом жестко фиксировано. При рассмотрении осциллирующий начальной функ

ции uо(Х) (2)-(5) можно говорить, чтq положение сОлитона внутри каждой крупномас
штабной ОСЦlЩЛЯции имеет фиксированную фазу !Pi(Xi). Таким образом, в начальный 
момент имеется жесткая связь аммитуд ai И фаз !Pi солитонов. Согласно динамике 
КдВ, начальные солИтоны сохраняют свои амплитуды aj. Их движение в пространстве 
Х происходит с различными скоростями, зависящими от амплитуды солитонов. В ре- . 
зультате строгая начальная связь между амплитудами ai и фазаМИ!рi нарушается. Под
черкнем, что солИтоны движутся не свободно, а взаимодействуют друг с другом, причем 
тем сильнее, чем больше их средняя плотность. Несмотря на это, солитоны большей 

амплитуды движутся в среднем быстрее, чем меньшей, что вытекает непосредственно 

из соотношений (48), (52). В результате при t -+ 00 происходит полное размешивание 

фаз. Значение фазы !р от О до 211' для любого солитона становится равновероятным. 
ТакОе СОC'tояние и соответствует установившейс~ солитонной турбулентности. 

С этой точки зрения процесс турбулизации одномерной сПлошной среды, описы
ваемой уравнением КдВ; может рассматриваться как эргодический. Эrот факт подчер
кивается и указанной в'разд. 3.2 аналогией с решением уравнения Хопфа (2); С другой 
стороны, нельзя не отметить, что сдвиги фаз возникают и как следствие взаимодействия 
между солитонами [1,33J. Этот процесс усиливает фазовое размешивание. 

4. Мы не кас;аемся здесь огромной литературы, посвященной ~ории плазменной 
турбулентности. Основное отличие нашей работы состоит в анализе динамики точно 

интегрируемой системы. 
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