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Предложен метод построення точной волновой функции основноro состояння дву­

мерной модели со спином 1/2. Метод основан на I1редстаВl1ении IIOJIновой функции В виде 
произведения спиноров четвертого ранга, относящихся к узлам решетки, на метрические 

спиноры, соответствующие связям между ближайшими узлами. ПостроеllliaIJ функция: 

ЯВJUlСТСЯ точной волновой функцией 14-параметрической модели. Детально исс.ледован 

частный случай этой модели, зависящий от одного naраметра. Основное состояние вcerдa 

ЯВJUlСТСЯ невырожденным синrлетом, а спиновые корреляторы зкспонеlЩИaЛЬНО умень­

шаютси С расстоинием. Метод может быть обобщен дли моделей со спином 1/2 на дрyrиx 
типах решеток. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Квантовые спиновые системы с фрустрированными взаимодействиями в последнее 
время являются объектом повышенного интереса [1-10}. Особый интерес представляют 
модели такого типа, для которых удается сконструировать точное основное состояние. 

Первым примером такой модели является известная модель Маюмдара-Гоша [11}. Эга 
модель представляет цепочку спинов 1/2 с антиферромагнитными взаимодействиями 
J 1 и J2 ближайших и следующих за ближайшими спинов, причем J 2 = J 1/2. Основное 
состояние этой модели двукратно вырождено, состоит из димеризованных синглетов, и 

имеется щель в спектре возбу:ждениЙ. Другим примером точно решаемой модели явля­

ется одномерная модель с билинейным и биквадратичным взаимодействиями и спи­

ном 1, исследованная Аффлеком, Кеннеди, Либом и Тасаки [12} (модель АКЛТ). Ее 
основное состояние имеет структуру типа валентных связей на каждой соседней паре 

спинов. Оно не вырождено, спиновые корреляторы в основном состоянии экспонен­

циально уменьшаются с расстоянием, и имеется щель в спектре возбу:ждениЙ. Таким 

образом, эта модель обладает свойствами, предсказанными Холдейном [13] для одно­
мерной гейзенберговской антиферромагнитной модели со спином 1. Основное состо­
яние типа валентных связей является точным и для систем большей размерности, но 

со спином d/2 (d - координационное число решетки) [14]. Одномерная модель АКЛТ 
была впоследствии обобщена и исследована в ряде работ [15}, где было также показано, 
что волновая функция основного состояния может быть представлена в виде шпура от 

произведения матриц, описывающих спиновые состояния узлов цепочки (_матричная. 

форма). Оба приведенных выше примера характеризуются тем, что полный гамиль-

, тониан модели представляется в виде суммы ячеечных гамильтонианов (не коммути­
рующих между собой) и точная волновая функция основного состояния всей системы 
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является собственной функцией с наименьшей энергией каждого ячеечного гамильто­
ниана. 

В нашей работе [16] была рассмотрена точно решаемая одномерная фрустрирован­
ная модель со спином 1/2, свойства котороЙ во MHoroM подобны свойствам модели 
АКЛТ. Волновая функция основного состояния имеет специальную рекуррентную фор­

му и, как было показано нами, может быть сведена к матричному виду. Необходимо, 

однако, отметить, что как рекуррентная, так и матричная формы являются существенно 
одномерными конструкциями и их непосредственное обобщение на системы более вы­

сокой размерности невозможно. Orметим в этой связи работу [17],где предложен метод 

построения точной волновой функции основного состояния для моделей со спином 3/2 
на гексагональной решетке. Этот метод применим и к другим системам со спином d/2. 

В данной работе будет рассмотрен класс моделей со спином 1/2, для которых точная 
волновая функция OCHOBHoro состояния будет представлена в альтернативной форме. В 

ОДНОМ6РНОМ случае эта волновая функция сводится к найденной нами ранее в [16], но 
она допускает обобщение на системы более высокой размерности. Анализ двумерной 

модели составляет основное содержание работы. 

Статья построена следующим образом. В разд. 2 рассмотрен метод построения точ­
ной волновой функции для одномерной модели с s = 1/2. В разд. 3 построена точно 
решаемая двумерная модель. Исследование свойств этой модели с использованием чи­

сленных расчетов проведено в разд. 4. В разд. 5 обсуждается возможность обобщения 
нашего рассмотрения на другие типы решеток. В Приложении приведено доказатель­

ство невырожденности OCHOBHoro состояния двумерной модели при наличии цикличе­

ских граничных условий. 

2. ОДНОМЕРНАЯ МОДЕЛЬ 

в [16] мы исследовали одномерную однопараметрическую модель, содержащую два 
спина 1/2 в элементарной ячейке и включающую обменные взаимодействия соседних 
спинов, следующих за соседними и спинов, разделенных двумя узлами решетки. Точ­

ная волновая функция основного состояния циклической цепочки может быть пред­

ставлена 8 виде 

'1'0 = Tr [А(1, 2) А(3,4) ... A(N - 1, N)], (1) 

где A(2i - 1,2i) - матрица 2 х 2, относящаяся к i-ой элементарной ячейке. 
Ниже мы представим волновую функцию '1'0 в более удобной для дальнейшего обоб­

щения на другие типы решеток форме и приведем общий вид гамильтониана, для ко­

торого '1'0 является точной волновой функцией основного состояния. 
Рассмотрим цепочку N = 2М спинов 1/2. Волновая функция этой системы опи­

сывается спинором N -го paHra: 

(2) 

где индексы оХ, "', V, ••• Т = 1,2 соответственно разным проекциям спина 1/2. 
Разобьем систему на пары соседних спинов. Тогда волновую функцию можно за­

писать в виде произведения М СПИНОР08 второго paHra: 

'1' = 'I'AIL(1)'I'''P(2) ... 'I'UT (М). 
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Составим теперь из (3) скаляр, упрощая (3) по парам индексов: 

'1'. = 'I'Л v(1)'I'V ",(2) ... '1'0' л(М). (4) 

"Здесь индексы внизу соответствуют ковариантным компонентам спинора, которые свя­

заны с контравариантными (индексы вверху) посредством метрического спинора 

-_ лl' _ (О 1) 
gЛ/L - 9 - -1 О ' 

Таким образом, скалярную функцию (4) можно представить в виде 

'F. = 'I'Л/L(1)9/,v'l'VР (2)9р", ... 'I'О'Т(М)9тЛ' 

(5) 

(6) 

(7) 

Скалярная функция '1'. не зависит от поворота системы координат, и, следовательно, 
соответствует синглетному состоянию. 

Спинор второго paHra, описывающий пару спинов 1/2, можно представить в виде 

(8) 

где 'I';р. и 'I'~I' - симметричный и антисимметричный спиноры второго paHra соответ­
ственно, а Ct и С. - произвольные константы. Известно, что симметричный спинор 

второго ранга описывает систему со спином 1 и, следовательно, пара спинов 1/2 в этом 
случае образует триплет. Если чМ/L - антисимметричный спинор второго paHra, кото­
рый сводится к скаляру, умноженному на 9лl" то пара спинов находится в синглетном 
состоянии. Таким образом, отношение констант Ct и С. определяет соотношение весов 

триплетной и синглетной компонент на паре спинов s = 1/2 и является параметром мо­
дели. В частности, при С. = О в волновой функции (8) содержится только триплетная, 
а при Ct = О только синглетная компоненты. 

Вообще говоря, мы можем выбирать отношение коэффициентов C,./Ct разным в 
различных парах, но для срхранения трансляционной симметрии ограничимся случаем, 

когда это отношение одно и то же во всех парах. 

Заметим, что волновая функция (4) имеет матричную форму (1), где матрицы 
A(2i - 1? 2i) представляют собой смешанный спинор второго paHra: 

(9) 

где G:i И [Зi означают проекции спина Si вверх и вниз соответственно, а 1 - единичная 

матрица. 

Подберем теперь такой гамильтониан Н, для которого волновая функция (7) явля­
ется точной волновой функцией основного состояния. для этого рассмотрим часть си­

стемы (ячейку), состоящую из двух соседних пар спинов. В волновой Функции (7) со­
ответствующий двум парам спинов множитель является спинором второго paHra: 
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Ч')I/-' (i)gp.., Ч'''Р(i + 1). (10) 

Следовательно, в общем случае в волновой функции (10) из шести мультиrшетов, кото­
рые образуют две пары спинов 1/2, присутствуют только два - один синглет и один три­
плет . .поскольку четыре спина 1/2 образуют два синглета и три триплета, конкретный 
вид присутствующих в волновой функции (10) компонент синглета и триrшета зависит 
от отношения Cs/Ct. Ячеечный гамильтониан, действуЮщий в спиновом пространстве 
соседних пар спинов, можно записать в виде суммы проекторов на отсутствующие че­

тыре мультиrшета с произвольными положительными коэффициентами '\1,'\2,'\З,'\4: 

4 

Н - "" \ pi,i+1 i,i+1 - ~Лk k , (11) 
k=1 

где p~,i+1 _ проектор на отсутствующие мультиплеты в соответствуЮщем ячеечном га­
мильтониане. 

Тогда волновая функция (7) является точной волновой функцией основного сос­
тояния ячеечного гамильтониана H i ,i+1 с нулевой энергией, поскольку 

(12) 

а '\1,'\2, '\З,'\4 являются энергиями возбуждений соответствующих мультиrшетов. 
Полный гамильтониан всей системы можно записать в виде суммы некоммутиру­

ющих между собой ячеечных гамильтонианов: 

N 

Н = L НЦ+1,. (13) 
i=1 

и, поскольку каждый член Hi,i+1 в (13), действуя на Ч's, дает нуль, 

(14) 

Невырожденность основного состояния этого гамильтониана была строго доказана в 

работе [16]. 
Так как конкретный вид присутствующих и отсутствующих в волновой функции (7) 

мультиrшетов на каждых двух соседних парах спинов зависит от параметра модели Са / Ct, 

то И проекторы в (11) зависят от параметра cs/Ct. Каждый npoeктор может быть пред­

ставлен в виде 

(15) 

и такое представление для фиксированного значения параметра Cs/Ct является един­
ственным. 

Подставляя полученные выражения для проекторов В (11), мы получим общий вид 
ячеечных гамильтонианов Hi,i+l' Поскольку гамильтонианы Hi,i+1 имеют одинаковый 

вид для любого i, приведем здесь выражение для H 1,2: 
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H l2 = J 12(5152 + 5з84) + J\3(5,5з + 5254) + J'45,54 + J2з525з + 
+ JI(5152)(5з54) + J2(5,5з)(5254) + Jз(5154)(525з) + С, (16) 

где все обменные интегралы зависят от параметра модели и спектра возбужденных со­

стояний Ji = Ji (c./Ct,).,I,).,2,).,3,).,4)' В частности, при С. = О, выбирая).,2 =).,3 =).,4 И 
)",/)"2 = 3, получим для H I ,2 выражение в виде 

(17) 

где LI = 51 +52 И ~ = 5з+54. 
Гамильтониан (17) имеет форму гамильтониана АКЛТ, что неудивительно, по­

скольку при С. = О два спина 1/2 пары эффективно образуют спин 1. Заметим, однако, 
что при С. = О имеется и множество других форм гамильтониана H I ,2, соответствующих 

другому выбору величин ).,k. 

В общем случае гамильтониан (16) содержит как билинейные, так и четырехспи­
новые взаимодействия. Последние можно исключить, если положить J I = J2 = Jз = О 

И разрешить эти уравнения относительно )"1, )"2, )"3, ).,4. Однако, поскольку условие 

)"1, )"2, ).,З,).,4 > О выполняется, вообще говоря, не во всей области значений параметра 
C./Ct, то и упрощенный гамильтониан будет иметь основное состояние, описываемое 

волновой функцией (7) только в области, где ).,1,).,2,).,З,).,4 положительны. Отличные 

от нуля обменные интегралы Jц , J13, J'4, J2З И константа С зависят только от парамет­
ра C./Ct. Явный вид этой зависимости приведен в [16]. Там же вычислена и спиновая 
корреляционная функция основного состояния (5i5j), которая экспоненциально умень­
шается с корреляционной дЛиной '" 1. 

Подчеркнем, что ,спиновые корреляторы (5i5j) не зависят от выбора ).". ).,2. ).,з.).,4 
при фиксированном значении параметра СВ / Ct, поскольку волновая функция основного 
состояния четырехпараметрического множества гамильтонианов одна и та же. 

З. ДВУМЕРНАЯ МОДFЛЬ 

r 
Рассмотрим квадратную решетку с циклическими граничными условиями. содер-

жащую М х М узлов. Заменим каждый узел решетки квадратом (рис. 1), в вершинах 
которого находятся спины s = 1/2, так что полное число спинов равно 4м2. В даль­
нейшем, однако, во избежание недораЗумений мы по-прежнему будем именовать эти 

квадраты узлами. Волновая функция такой системы будет описываться произведением 

спиноров четвертого ранга: 

'Р = п 'P".1'a V.p. (п). (18) 
о 

Составим из (18) скаляр аналогично (7): 

'Р = п 'P.\.l'av.P·(n)g 9 s . V • .\... P.jJ. ..... (19) 
о 

где а и Ь - единичные векторы в х и у направлениях. 
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Рис. 1 

'I').IlVP(o+b) 

Лn +Ь Р.+ь 

'I').ll vP(o+a+b) 

Лn+8+Ь P.~8+b 

gv ••• A ••••• 

~.P •• ~ 

fln +а Уn +. 

gv.).... 'I').Il VP (о +а) 

Рис. 2 

Рис. 1. Двумерная решетка, на которой определена спиновая модель 

Рис. 2. Графическое соответствие волновой функции модели. Индексы узельных спино-

ров зависят от номера узла (на рисунке не указано) 

Синглетную волновую функцию (19) удобно сопоставить графически квадратной 
решетке, где каждому узлу соответствует спинор четвертого ранга 'l'л!'vр (имеющий оди­
наковый вид для всех узлов) и каждому отрезку, соединяющему узлы, соответствует 

метрический спинор gл!' (рис. 2). 
для полного определения волновой функции (19) необходимо задать вид узельного 

спинора 'I'''!,vP. для этого проведем классификацию произвольного спинора четвертого 
ранга, упрощая и симметризуя его по различным парам индексов. В результате будем 

иметь спиноры следующего вида: 

1) симметричный по всем индексам спинор четвертого ранга Q"!'vp; 
2) три линейно независимых произведения симметричного и антисимметричного 

спиноров второго ранга: срЛ!'gvр, cp"vg!,p, cp"Pg!,v; 
3) два линейно независимых произведения двух метрических спиноров и скалярной 

функции: gл!'gvрх, gлvg!,рХ. 
В соответствии с этой классификацией произвольный спинор четвертого ранга мо­

жет быть записан в виде 

(20) 

Заметим, однако, что, поскольку система четырех спинов 1/2 содержит один квинтет, 
три триплета и два синглета, выражение (20) еще не полностью определяет вид 'l'л!'vр И 
необходимо определить конКретный вид спиноров cp~!' , cp~v , cp~P и скалярных функций 
Хl и Х2. 

Каждый симметричный спинор второго ранга ср"!' описывает триплетное состоя­
ние системы, которое в данном случае является линейной комбинацией трех базисных 

триплетных функций cp;t', cp;r, cp;r. Тогда можно определить девять линейно незави­
симых спиноров, описывающих триплетные состояния четырех спинов 8 = 1/2: 
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(21) 

Произведения двух метрических спиноров и скалярной функции gЛр.gvрХ1 и gл"gр.рХ2 
описывают синглетные состояния четырех спинов s = 1/2. Так как имеются две неза­
висимые синглетные функции Ха1 и Ха2. то существуют четыре линейно независимых 

скаляра. описывающих синглетные состояния четырех спинов s = 1/2: 

gл!-'9"рХs1, gЛр.g"рХs2 , 
gлvgр.рХs1, gл"g!-,рХs2' 

(22) 

в результате конкретный вид спинора четвертого ранга Ч'Лр.vр (и, следовательно, 
волновой функции (19», описывающего систему четырех спинов s = 1/2, определяется 
1 + 9 + 4 = 14 величинами, являющимися. параметрами модели. 

Подберем теперь такой гамильтониан Н, для которого волновая функция (19) явля­
ется точной волновой функцией основного состояния. Этот гамильтониан будем ис­

кать, как и в одномерном случае, в виде суммы ячеечных гамильтонианов, действующих 
в пространстве двух соседних четверок спинов: 

Н = L Нп,п+а + L Нп,п+Ь. (23) 
n о 

Первый член в (23) является суммой ячеечных тамильтонианов в горизонтальном 
направлении, а второй - в вертикальном. Ячеечные гамильтонианы вдоль каждого из 
направлений имеют одинаковый вид, но «горизонтальный .. И «вертикальный .. гамиль­
тонианы, вообще говоря, различны. Ввиду этого в дальнейшем будем рассматривать 

лишь гамильтонианы Н1 2 И Н1 3 (рис. 3), описывающие взаимодеиствия «узлов» В Х И 
I ' , 

у направлениях соответственно. 

для того чтобы волновая функция (19) являлась точной собственной функцией га­
мильтониана Н, достаточно, чтобы спиноры шестого ранга 

(24) 

(25) 

Рис. 3. Узлы решетки, связанные 

взаимодействиями H 1,2 и Н1 ,з 
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являлись собственными функциями соответствующих ячеечных гамильтонианов H I2 
И Н1З • ' 

В общем случае, когда узельный спинор 'l'ЛI'IIР не симметричен ни по каким индек­
сам, возможные состояния двух четверок спинов s = 1/2 состоят из 70 МУЛЪТИIUlетов. 
Волновая ФУНКЦИЯ, представленная спинором шестого ранга, содержит только 20 из 
них. В силу этого ячеечные гамильтонианы H 1,2 и Н1,З могут быть представлены в виде 

суммы npoeкторов на 50 отсутствующих мультиплетов: 

50 

Н\,2 = L ЛkР?' 
k=! 

50 

Н -" рl,З I,З - L.J f.Lk k , 

k=1 

(26) 

где положительные константы Лk и f.Lk являются энергиямивозбуждений H 1,2 и Н1,з, 

а конкретный вид проекторов зависит от 14 параметров модели. 
Поскольку 

(27) 

то и для полного гамильтониана (23) будем иметь 

н 1'1'.) = о. (28) 

Таким образом, '1'8 является волновой функцией основного состояния полного га­
мильтониана Н, так как он является суммой неотрицательно определенных ячеечных 

гамилътонианов. Кроме того, можно строго доказать (см. Приложение), что основное 

состояние Н является неВblpО)IЩенным. 

Конкретный вид проекторов, как уже отмечалось выше, зависит от 14 параметров 
модели, и в общем случае ячеечные гамильтонианы (26), выраженные через скаляр­
ные произведения типа (SiSj), (SiSj)(SkS,) и Т.д., имеют чрезвычайно громоздкий вид. 

Поэтому рассмотрим несколько частных случаев. 

В случае, когда узелъный спинор 'l'ЛI'IIР является симметричным спинором четвер­
того ранга QЛI'IIР (что соответствует двумерной модели АКЛТ [12J), из шести мульти­
плетов на КaJlЩой четверке спинов в волновой функции (19) присутствует только квин­
тетная компонента. Спиноры шестого ранга (24) и (25) являются симметричными по 
двум тройкам индексов и, следовательно, содержат четыре МУЛЬТИIUlета с S = О, 1,2,3, 
образованные из двух квинтетов. Поэтому ячеечный гамилътониан (в этом случае H 1,2 

и Н1,З совпадают) имеет вид 

66 

H1,2 = L Лkр~,2. 
k.=1 

Если положить Лk = 1 (k = 1,66), то (29) можно записать в виде 

H 1,2 = P4(SI + S2) + [1 - P2(SI)P2(S2)J, 

(29) 

(30) 

где Si - полный спин четверки спинов s = 1/2 на i-OM узле Si = SI(i)+S2(i)+sз(i)+S4(i), 
а p/(S) является проектором на состояние со спином S = 1. 
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Рис. 4. Картина независимых синглет-

ных пар (двойные линии) 

Заметим, что если заменить четыре спина s = 1/2 на каждом узле на один спин 
S = 2 и рассматривать волновую функцию (19) как волновую функцию, описывающую 
систему из М2 спинов S = 2, то второй член в гамильтониане (30) исчезнет, и мы 
придем к гамильтониану двумерной модели АКЛТ: 

1 1 21. з 1 4 
Н'.2 = Р4(8, + 82) = 288,82 + 40 (8,82) + 180 (8,82) + 2520 (8,82) . (31) 

Другой интересный частный случай соответствует ситуации, когда система распа­

дается на независимые одномерные цепочки. Это происходит, если узельный спинор 

'РЛfl/.l Р сводится к произведению двух спиноров второго ранга, описывающих по два 
спина 1/2. Например, 

(32) . 
В этом случае гамильтонианы H J,2 и НJ,З содержат взаимодействия не восьми, а четырех 
спинов 1/2 и имеют вид (16). . 

Наиболее простым является случай: когда узельный спинор 'РЛfl/.lр является про­
изведением четырех спиноров первого ранга: 

I 

(33) 

В этом случае система распадается на независимые синглетные пары (рис. 4) и полный 
гамильтониан системы имеет вид 

н = '" (S.S' +~) L...J 'з 4 ' 
i,j 

(34) 

где Si и Sj - спины, образующие синглетные пары. 

4. СПИНОВЫЕ КОРРFЛЯТОРЫ В ОСНОВНОМ СОСТОЯНИИ 

Рассмотрим теперь проблему вычисления нормы и корреляционной Функции. мо­

дели, описываемой волновой Функцией (19). Выражение для нормы волновой Функции 
G = ('Р8 1 '118) имеет вид 
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).' ',Л' I -П R ./1-. .+,/1-... - П R 
- A.IJ..)..+aJJ.~ - а./З.о:.+.fЗ .... , аi,/Зi = {1,2,3,4}, (35) 

D n 

где Rа,{З,а.+о{З,+Ь - матрица 4 х 4 х 4 х 4. 
Согласно правилам отбора по проекции полного спина SZ, в выражении 

('РЛ~/1-~V;Р~ (п) I 'РЛ'/1-'V'Р'(П») отличными от нуля являются лишь 70 элементов из 256. Сле­
довательно, и матрица R также содержит не более 70 отличных от нуля элементов. Если 
рассматривать элементы матриц R как больцмановские веса вершин, то проблема вы­
числения нормы сводится к классической 70-вершинной модели. 

Поскольку точное решение для 70-вершинной модели неизвестно, для вычисления 

нормы и средних необходимо использовать численные методы. 

для вычисления вышеуказанных средних мы провели расчеты методом Монте­

Карла на решетках до 20 х 20 узлов. ' Как было отмечено выше, волновая функция 
основного состояния модели зависит от 14 параметров и ее полное исследование, есте­
ственно, невозможно. При проведении численных расчетов мы ограничились случаем, 

когда спинор 'РЛ /1-VР зависит от одного параметра а: 

(36) 

где а Е [-1Г /2; 1г /2], QЛ/1-VР - симметричный по всем индексам спинор, а 

(37) 

в этом случае мы имеем однопараметрическую модель с двумя извесtными пре- . 
дельными случаями. Один из них соответствует значению а = 1Г/4, для которого 
'РЛ/1-VР = АЛ/1-VР, И система распадается на независимые синглетные пары (рис. 4); а 
другой соответствует а = О (в этом случае наша модель сводится к двумерной модели 
АКЛТ, когда спины на каждом узле образуют квинтет). 

В рассматриваемой модели на каждом узле решетки находятся четыре спина s = 
= 1/2 и нумерация каждого спина определяется номером узла решетки, которому он 
принадлежит, и его собственным номером на этом узле. Поэтому спиновая корреля-· 

ционная функция имеет вИд 

!ij(r) = (Si(n)Sj(n + r») . (38) 

Однако при определении спиновой структуры основного состояния удобнее рас­

сматривать более наглядную величину F(r): 

4 

F(r) = L (Si(n)Sj(n + r») = (S(n)S(n + r») . (39) 
i,j=1 

Функция F(r) не меняется при изменении знака а. Это связано с тем, что в спино­
ре (АЛ/1-VР - QЛ/1-VР) отсутствует квинтетная компонента и, следовательно, все функции 
этого спинора ортогональны всем функциям симметричного спинора 

(QЛ'/1-'V' р'l (АЛ/1-VР _ Q~/1-VP)) = о 
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(Sз(l)st<2») 
-tr/2 -tr/4 О tr/4 tr/2 F(r,,) 

2 
о 

• о r" 
О 

-1 4 5 

-2 
• 

-3 
о 

-4 

Рис. 5 Рис. 6 

Рис. 5. Зависимость спинового коррелятора (s)(1)sl(2») от параметра Q 

Рис. 6. Зависимость спинового коррелятора F(r",) от расстояния вдоль оси х при различных 
значениях параметра а. (о - Q = О, • - Q = 1Г/IО, 0- Q = ±1Г/2) 

для всех Л, J-L; v,p, Л', J-L', v',p'. 
Кроме того, поскольку оператор полного спина на узле S коммутирует с S2 = 

4 

Е SiSj, то И 
i,j=l 

4 

(QЛ'IL'"'Р' I L Si I (A'>'ILIIP - QЛILIIР)) = О. 
i=1 

(41) 

Как следует из уравнений (35), (40) и (41), величины sina и cosa будут входить в \ 
норму И В среднее ('1'1 S(n)S(n + r) 1'1') только в четных степенях, и, следовательно, F(r) 
не меняется при изменении знака а. Заметим, однако, что симметрией относительно 

замены знака а обладает тольк!) суммарный коррелятор F(r), а не !ij(r). Это видно, 

например, из рис. 5, rдe в качестве ИJШюстрации приведена зависимость !Зl(а) от а. 
На рис. 6 показаны зависимости F(r) для некоторых значений параметра а. Ока­

зывается, что во всех случаях корреляционная функция экспоненциально уменьшается 

с ростом r, причем в отличие от одномерной модели предэкспоненциальный множитель 
также зависит от r. На рис. 7 приведена зависимость корреляционного радиуса т с от 
параметра а. В точке а = О (двумерная модель АКЛТ) корреляционный радиус макси­
мален, а при увеличении а он уменьшается, и при а = 1Г/4, когда система распадается 
на независимые синглетные пары (рис. 4), равен нулю. При дальнейшем увеличении 
а корреляционный радиус растет и при а = 1г /2 достигает своего второго максиму­
ма. Функция тс(а), как и корреляционная функция F(r), симметрична относительно 
а. Из рис. 7 видно, что существуют две области параметра а, соответствующие состо­
яниям с разной симметрией. В области 'аl < 1Г/4 корреляционная функция F(r) имеет 
антиферромагнитный характер: 

(42) 
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rc 
1.50 

-0.2 

Рис. 7 Рис. 8 

Рис. 7. Зависимость радиуса корреляции от параметра а 

Рис. 8. Зависимость спиновоro коррелятора на одном узле от параметра а 

тогда как спины на одном узле связаны между собой ферромагнитным образом, 

(s'(n)Sj(n)} > О. С другой стороны, в области 7г /4 < 'аl < 7г /2 корреляционная функция 
F(r) всегда отрицательна: 

F(r) <х _e-Irl/rc, (43) 

и отрицательны также все корреляторы на одном узле (рис. 8). 
Эти области имеют две общие граничные точки а = ±7Г / 4, где r с = О. Если значе­

нию а = 7г / 4 соответствует тривиальное разбиение системы на независимые синглетные 
пары, то случай а = -7Г/4 более интересен. 

В этом случае 

(44) 

и матрица (Ч'л' /L' у' р' 1 Ч'Л/LVР ), которая входит в уравнение для нормы (35) и средних, 
преобразуется к ВИДУ 

(Ч'л' /L' у' /1 Ч'Л/LVР ) ~ 4 ( Qл' /L' у' /1 QЛ/LVР ) _ 2 (А л' /L' у' / I QЛ/LVР ) -

_ 2 (QЛ'/L'V'Р' I АЛ/LVР ) + (АЛ'/L'V'Р' I АЛ/LVР ). (45) 

Симметричность спин.ора QЛ/LVР по всем индексам приводит к тому, что 

Следовательно, уравнение (45) примет вид 

(Ч'Л' /L' у' р' I Ч'Л/LVР ) = (А л' /L' у' р' I А Л/LVР ) = Олл, O/L/L' Оуу' Орр" 
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Тогда из уравнения для нормы (35) имеем· 

а", П ('P>,:,,:,,~p~(n)1 Чi>'·"·"·РI(n») 9 . \ и· . 9 ", у." ... ""'''''' р."' .... "." ... Р."'-
d . 

"" ПО ,6 ,О , б , "" 22М2, >..>.. ",.",. >. ... >..+. Jt ... ",_ (48) 
n 

При получении последнего paBeHcтna мы учитывали тот факт, Ч1'О 0"'IJ'9"'>.9",'>.' ... 6>.>.,. 
Вычислим теперь среднее (Чil $i(n)8j(n + r) IЧi}. в случае, еCJiи узлы n и n + r не 

является соседями, (lftl Si(0)5j(8 + r) I'P} разбивается на npоиэведение средних: 

('1'1 8i(0)Sj(0 + г) I'P} ... 22М'-В (1.JI>"p!""pl (8)15'(0) 1'P>'Jt"'P(8») >< 

( >.'" ", ,,'" р'" ) I ( ) I А"" "" р" ( ») х '1''' (о + r Sj 8 + r '1' '" n + r >< 

>< о>.>.' О",р.' б",,,,, Брр' БА" >.'" б",,,,.,,, б",,,,,, ... Ор"р'" ... О. (49) 

Таким образом, при ar ... -1r/4 все корреляторы на несоседних умах равны НУJtю. В 
случае же, есJtи УЗЛЫ 8 И n+r ивляется соседями, то соотnетtтnующий k:OPPemrrop примет 
вид 

(50) 

Точное вычисление последнего выраженИй дает следующие результаты (рис. 3): 

25 
(8i(1)Sj(2») "" -768 i'" 1,2,4, j "'" 2,3,4, 

15 
(Si(1)SI(2») ... (5з(1)5j(2») ... -Ш' 

(51) 

27 
(5з(1)51(2») "" - 256' 

Из уравнения (51) следует, что 

4 3 
L (Si(l)Sj(2» "" -4' 
i,j-\ 

как и в случае независимых синглеТО8 (а = 1r/4). Можно также показать, что все КОР­
peJtSl:ТOpы на одном узле равны нулю. 

для того чтобы выписать в явном виде лtJ:ееtJ:ный гамильтониан Hi,2 при а"" -1r/4, 
введем следующие обознаtJ:ения: . 

{ 1\ ... S\ (1) + 82Щ + 54(1), 
12 = 52(2) + 5з(2) + 54(2), 

{ hl = 1181 + 12s2, 
h2 = 1152 + 125\. 
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Torдa ячеечный гаМИJIьтониан Н\,2 при выборе Лk = 1 (k = 1,50) в (26) примет 
вид 

где 

Н\,2 = P\/2(1\)P\/2(blP \(s\ + S2) + РЗ/2(1\)РЗj:Ю2)hз + 
+ РЗ/2(1\)Р\/2(12)h4 + Р\/2(1\)РЗ/2(12)hs , 

207 49 3 l' 15 1 2 
hз = 256 + 64S\S2 + 641\12 + 16 (s\s2)(1\12) - 64 h2 - 32 h2+ 

1( 2 2 2 ) + 64 6h\ (1\12) + 4h\ (1\12) - 14h\ (1\12) + h.C. , 

3 7 1 '1 
h4 = 4 - 8S\S2 + 41\S2 + 4 [(I\S\)(I\S2) + h.c.] , 

3 7 1 1 
hs = 4 - 8S\S2 + 412s\ + 4 [(I2S2)(12S\) + h.c.]. 

(53) 

(54) 

Ячеечный гаМИJIьтониан Н\,З имеет такой же вид (53) с заменой обозначений в 
соответствии с рис. 3: 

(55) 

Особый интерес представляет случай, соответствующий значению а = ±1Г /2. К 
сожалению, в этом случае не удается получитЬ точные выражения для корреляцион­

ной функции, однако удается выписать в явном виде гаМИJIьтониан. Поскольку при 

а = ±1Г /2 вузельном спиноре Ч'>'/LVР отсутствует квинтетная компонента, в волновой 
функции двух соседних узлов (24) и (25) будет отсутствовать компонента с S = 3. Более 
детальный анализ показывает, что в волновой функции двух соседних узлов присутству­

ют 19 мультиплетов. Поэтому общий вид ячеечного гаМИJIьтониана в этом случае имеет 
вид 

(56) 

При определенном выборе Лk в (56), ячеечный гаМИJIьтониан примет вид 

Н\2 = Р2(1\ + S\) + Р2(12 + S2) + Р\/2(1дР\/2(12)Р\ (S\ + S2) + 
+ РЗ/2(1\)Р\/2(12)Рl/2(1\ + S\ + S2) + РЗ/2(12)Р\/2(lдР\/2(12 + S2 + SI), (57) 

где для соседних узлов по горизонтали и вертикали исполъзовались обозначения (52) 
и (55) соответственно. 

Наши результаты свидетельствуют о том, что спиновые корреляционные функции 

экспоненциально уменьшаются с корреляционной длиной", 1 при произвольном па­
раметре а. Мы полагаем также, что экспоненциальный характер уменьшения корре­

ляционной функции имеет место и для 14-параметрической модели, т. е. для любого 

выбора узельного спинора Ч'>'/LVР. На это указывают частные случаи: разбиение систе­
мы на одномерные цепочки с точно известными экспоненциально уменьшающимис~ 
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корреляторами и двумерная модель АКЛТ, для которой экспоненциальный характер 

падения корреляционной функции был строго доказан [14]. Кроме того, об этом также 
свидетельствуют полученные численные результаты для различных значений однопа­

раметрической модели. 

5. ОБОБЩЕНИЕ МОДF.JIИ НА ДРУГИЕ ТИПЫ РЕШЕТОК 

Волновая функция (7), (19) может быть обобщена на любые типы решеток. Общий 
принцип построения волновой функции для системы спинов 1/2 состоит в следующем: 

1) каждой связи на данной решетке ставим в соответствие два индекса, пробегаю­
щих значения 1 и 2, по одному на каждый конец связи; 

2) каждой связи ставим в соответствие метрический спинор 9>'/10 с индексами концов 

этой связи; 

3) каждому узлу решеТки (узел здесь, естественно, понимается в том же СМl;dсле, что 
и в разд. 3), из которого исходят т связей, ставим в соответствие спинор т-го ранга, 
с индексами прилегающих к узлу концов связей; 

4) волновая функция есть произведение всех спиноров в узлах решетки и всех ме­
- трических спиноров. 

Очевидно, что каждый индекс в построенной волновой функции будет встречаться 

дважды, поэтому волновая функция является скалярной и, следовательно, синглетной. 
Построенная таким образом волновая функция описывает систему, в которой каж­

дый узел решетки содержит спины s = 1/2 в количестве, равном количеству исходящих 
из узла связей. 

для полного определения волновой функции необходимо определить конкретный 
вид всех узельных спиноров. При этом коэффициенты,' которые будут определять их 

вид, будут являться параметрами модели. 

Гамильтониан такой модели является суммой ячеечных гамильтонианов, которые 

действуют в спиновом пространстве подсистемы, образованной спинами на двух свя­

занныIx между собой узлах: 

н = L:Hij . 

(ij) 

(58) 

Каждый ячеечный гамильтониан представляет сорой сумму проекторов С произ­

вольными положительными коэффициентами на все возможные в соответствующей 

двухузельной подсистеме мультиплеты, кроме тех, которые присутствуют в построенной 

волновой функции: 

Hi,j = L: >'kP~,j. (59) 
k 

Тогда Hi,j 1'1'8) = о и, следовательно, 11 1'1'8) = О. 
Таким образОМI '1'8 есть точная волновая функция основного сосТояния. 
Заметим, что любые два узла решетки могут быть связаны ДВУМЯ. тремя и бо­

лее связями, поскольку это не противоречит принципу построения волновой функ­

ции. Кроме того, общий принцип построения волновой функции верен не только для 

трансляционно-симметричных решеток, но и вообще для любого графа. В качестве 
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Рис. 9. Пример графа, соответству-

ющего волновой функции (60) 

примера рассмотрим систему, показанную на рис. 9. Волновая функция такой систе­
мы имеет вид 

(60) 

и описывает систему, содержащую 10 спинов 1/2. 
В случае, если рассматриваемая решетка имеет свободные концы связей (что име­

ет место для систем с открытыми граничными условиями), построенная таким образом 

волновая функция будет представлять собой спинор, ранг которого равен количеству 

свободных концов. Следовательно, основное состояние такой системы будет 21 -кратно 
вырождено (l - количество свободных концов). для открытой одномерной цепочки, 

например, основному состоянию соответствуют четыре функции - синглет и три ком­

поненты триплета. для решеток большей размерности это вырождение зависит от раз­

мера решетки и экспоненциально растет с увеличением ее границ. 

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Мы предложили метод построения точной волновой функции для класса двумерных 

спиновых моделей. В общем случае эта модель зависит от 14 параметров и ее гамильто­
ниан представляется в виде суммы гамильтонианов соседних четверок спинов. Точная 

волновая функция основного состояния всей системы является также точной волновой 

функцией каждого ячеечного гамильтониана. Поскольку в точной волновой функции 

присутствуют 20 из 70 мультиплетов двух соседних четверок, ячеечные гамильтонианы 
являются суммами проекторов с положительными коэффициентами на оставшиеся 50 
мультиплетов. Эти коэффициенты являются энергиями возбуждений соответствующих 

мультиплетов. Различным значениям коэффициентов будут соответствовать разные га­

мильтонианы. При этом, однако, и сама волновая функция основного состояния, и 

спиновые корреляторы в основном состоянии, будут одними и теми же для всех га­

мильтонианов. Это означает, что волновая функция основного состояния является, 

согласно определению Шастри и Сазерленда [18), сynерстабильноЙ. 
для часТного случая модели, зависящей от одного параметра, проведены расчеты 

Монте-Карла спиновых корреляционных функций В основном состоянии. При всех 

значениях параметра спиновые корреляторы экспоненциально уменьшаются с рассто­

янием, хотя корреляторы ближайших спинов сложным образом зависят от параметра 

модели. Есть основания ожидать, что и в общей 14-параметрической модели спиновые . 
корреляции уменьшаются экспоненциально. 

264 



ЖЭТФ; 1999, 115, выn. 1 Точно решаемые двумерные квантовые CnUН08ыe .моделu 

в заключение считаем своим приятным долгом поблагодарить профессора 

М. Я. Овчинникову за полезные обсуждения вопросов, затронутых в работе. Работа 

выполнена при финансовой подцержке Российского фонда фундаментальных исследо­

ваний (гранты М96-03-32186 и 97-03-33727), а также Программы подцержки ведущих 
научныХ школ (грант М96-15-97492). 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

в разд. 3 была построена синглетная волновая функция· 

чs = п чs>'·/L·V.Р. (о)у 'У . 
8 v.л.+. P.JL ... (П.l) 

D 

для системы 4м2 спинов S = 1/2 на квадратной решетке. для построенной волновой 
функции был специальным образом подобран гамильтониан 

Н = L Нп,п+а + L На,п+ь, (П.2) 

n n 

для которого волновая функция (П.l) является основным состоянием с нулевой энер­

гией: 

(П.3) 

Покажем теперь, что основное состояние системы невырождено, т. е. что волновая 

функция, удовлетворяющая уравнению (П.З), единственна. 

Заметим, что поскольку гамильтониан (П.2) представляет собой сумму неотри­

цательно определенных ячеечных гамильтонианов, любая функция, удовлетворяющая 

уравнению (П.З), должна удовлетворять всем ячеечным уравнениям 

Hi,j IЧS) = О. (ПА) 

Это означает, что уравнения (П.З) и (ПА) эквивалентны. 

Доказательство невырожденности основного состояния гамильтониана (П.2) будем 

проводить следующим образом. Вначале мы запишем общий вид волновой функции 

для рассматриваемой системы. Затем получим общий вид волновой функции, удовле­

творяющей одному из ячеечных уравнений (ПА). Замечая, какие условия накладыва­

ет на общий вид волновой функции каждое ячеечное уравнение, и одновременно вы­

полняя эти условия для всех ячеечных уравнений, мы получим общий. вид волновой 

. функции, удовлетворяющей всем уравнениям (ПА) и, следовательно, удовлетворяющей 
полному гамильтониану (П.2). 

Любая волновая функция рассматриваемой системы может быть записана в виде 

чs = L с(лр,VР) . П ф>'J/LJ'1РJ(j), (П.5) 

>'/LVP j 

где сумма берется по 4м2 индексам ЛI, P,I, VI, Р;; с(лр,VР) - коэффициенты, зависящие 
от этих индексов, а ф>'J/LJVJРJ(j) - произвольные узельные спиноры четвертого ранга (на 
разных узлах СПИНОРЫ1 вообще говоря, могут быть различными). 
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Потребуем, чтобы волновая функция (П.5) удовлетворяла ячеечному уравнению 

Нп,п+а 1'1') = О. (П.б) 

По построению синглетной волновой функции (П.1), к которой подбирался ячееч­

ный гамильтониан Нп,п+а, любая волновая функция на узлах n и п+а, удовлетворяющая 
условию (П.б), является линейной комбинацией б4 функций, присутствующих в выра­

жении 

(П.7) 

поскольку ячеечный гамильтониан НП п+а ПО определению является суммой проекторов 
на все отсутствующие в выражении (п'.7) мультиплеты ('I'Л./L.".Р·(п) и 'I'Ло+.I+'''''о+аРо+а(п+а) 
- определенные узельные спиноры, входящие в волновую функцию (П.1». Заметим, 

что эти 64 функции могут быть линейно зависимы (что имеет место, например, для 
двумерной модели АКЛТ). 

Таким образом, общий вид волновой функции, удовлетворяющей уравнению (П.б), 
можно записать следующим образом: 

'1' = :L С(ЛILV РlvпЛп+а)g".л.+. 'I'Л·/L·"·Р·(п) Х 
Л/L"Р 

х 'I'Л'''/L''''''+'Р·''(П + а) П фЛJ/LJ"JРJ(j), 
j';1"n,n+a 

(П.8) 

где С(ЛILV Рlvплп+а) - коэффициенты, зависящие от индексов ЛI, ILI, VI, fJI, кроме индексов 
VN И лп+а ' а фЛJ/LJ"JРJ(j) - произвольные узельные спиноры. 

Сравнивая функции (П.5) и (П.8), придем к следующим условиям, которые следует 

наложить на функцию (П.5), чтобы ПОЛУЧИТ!;> общий вид волновой функции, удовле­

творяющей уравнению (П.6). 

1. Спиноры на узлах n и n + а должны совпадать с узельными спинорами волновой 
функции (П.1): 

(П.9) 

2. Коэффициенты C()..ILV Р) имеют вид 

c()..ILVp) = С()..lLvрIVп )..п+а)g".л.+ •. (П.10) 

Из уравнения 

Нп,п+Ь 1'1') = О (П.Н) 

следуют аналогичные условия на общий вид волновой функции (П.5): 

(П.12) 

C()..J.LVp) = C()..lLvPIPnlLn+b)· gP./L ..... . 
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для одновременного выполнения всех ячеечных уравнений (П.4) нужно совместить 

условия, которые эти уравнения накладывают на общий вид волновой Функции (П.5). 

Совмещая поочередно эти условия, J:la каждом шаге мы будем получать общий вид вол­
новой функции, удовлетворяющей уравнениям, соответствующим этим условиям. Вы­
полнив все условия, мы получим общий вид волновой функции, удовлетворяющей всем 

ячеечным уравнениям (П.4) и, следовательно, удовлетворяющей уравнению (П.З): 

Ч's = L С(ЛJ1.VР\ЛJ1.vр) П Ч'.\JI-'JVJРJ(j)gllj).J .. gPJI'J"" (П.IЗ) 

.\I-'VP j 

где С(ЛJ1.Vр\ЛJ1.vр) = с - константа. 
СравниваЯ волновые функции (П.1) и (П.1 З), легко видеть, что общий вид волновой 

функции, удовлетворяющей уравнению (П.З), совпадает с точностью до npоизвольно­

го множителя с волновой функцией Ч' 8. Следовательно, Ч' 8 является невырохщенной 

волновой функцией основного состояния гамильтониана (П.2). 
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