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Исследуются спектральные свойства наиболее общих нестационарных потенциалов 

солитонного типа, описываемых некоторым самосопряженным оператором, действующим 

в гильбертовом пространстве. Получено спектральное разложение для них и квазиспек­

тральное разложение для операторов преобразования Дарбу. Рассмотрены когерентные 

состояния указанных систем. Вычислена мера, реализующая разложение единичного опе­

ратора по проекторам на когерентные состояния. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1998 

Когерентные состояния как нерасrmывающиеся волновые пакеты бьmи впервые 

введены Шредингером [1] для гармонического осциллятора. К настоящему времени 
они наlШIИ весьма широкое применение в самых различных областях физики и мате­

матики [2-4]. Различные аспекты когерентных состояний неоднократно'обсух<дались в 
многочисленных обзорах (см., например, [5-7]) и монографиях [2-4]. 

Необходимо отметить, что в настоящее время нет единого общепринятого определе­

ния когерентных состояний и разные авторы вкладывают различный смысл в этот тер­

мин. Анализ имеющихся определений показывает, что наиболее хар~ктерными свой-' 

ствами таких состояний, описываемых uекторами фz(х, t), которые можно взять в каче­
стве их определения, являются следующие [8]: 1) векторы фZ<х, t) являются элементами 
некоторого гильбертова пространства Н состояний рассматриваемой системы; 2) пара­
метр, Z принимает непрерывные значения из не которой области @ n-мерного комп­

лексного пространства; 3) векторы фZ<х, t) обладают временной стабильностью; 4) су­
ществует мера IL = IL(Z, z) (чертой мы обозначаем комrmексное сопряжение), реализу­
ющая разложение единичного оператора 7, действующего в Н, 

J dILIФz)(Фzl = 7. (1) 

~ 

Под временной стабильностью понимается то, что состояния, описываемые векторами 
фz(х, t), в любой момент времени остаются когерентными, т. е. удовлетворяют свой­
ствам 1, 2 и 4. Чтобы удовлетворить этому условию, будем считать, что функции Фz(Х, t) 
являются решениями уравнения Шредингера 
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где ho - гамильтониан (не обязательно стационарный), действующий в Н. 

Если квантовая система обладает нетривиа'.льными симметриями, то исследование 

когерентных состояний для нее упрощается, поскольку весьма эффективными оказы­

ваются теоретико-групповые методы [2,6]. В последнее время весьма активно изуча­
ются квантовые системы, дифференциальные операторы симметРии которых не обра­
зуют замкнутую алгебру. Они MOryr образовывать квадратичную [9, 10], полиномиаль­
ную [11,12] или q-деформированную [13,14] алгебры. В последнем случае вводится 

понятие q-когерентных состояний [15,16]. для многих из таких систем характерно то, 
что они получаются при помощи не которой цепочки (возможно бесконечной) преобра­

зований Дарбу [17,18] из более простых систем таких как свободная частица, кулонов­
ский пот~нциал, гармонический осциллятор и др. [19,20]. Когерентные состояния по­
добных систем весьма мало изучены. Можно отметить в связи с этим работы [21,22], 
в которых исследовались когерентные состояния изоспектральных гамильтонианов с 

эквидистантным спектром, и работу [23], где изучены системы когерентных состояний 
q-деформированных потенциаЛов гармонического осциллятора и одного класса авто­
дуальных потенциалов. Отметим также работу [24], в которой рассмотрено некоторое 
обобщение q-осциллятора,названного j-осциллятором, и получены когерентные со­

стояния для него (f-когереНТНbIе состояния). 

В тех случаях, когда рассматриваемая. система может быть получена при помощи 

техники операторов преобразования Дарбу, когерентные состояния для нее можно по­

лучить, применяя оператор преобразования к когерентным состояниям (если они из­

вестны) исходной системы [25,26]. При этом, чтобы удовлетворить свойству 3, необхо­
димо иметь обобщение этого преобразования на нестационарное уравнение Шредин­

гера. Один из вариантов такого обобщения развит в солитонной теории [27]. Однако 
он не всегда является подходящим, поскольку может приводить к комплексным по­

тенциалам и, следовательно, к нарушению свойства 1. Этим недостатком не обладает 
метод, предложенный в [28] и подробно описанный в [19]. Этим методом получены 

и исследованы когерентные состояния ангармонических осцилляторных гамильтониа­

нов с квазиэквидистантным спектром [25], ВПFрвые полученные в [11,12], когерентные 
состояния ангармонических осцилляторных Г!iмильтонианов с эквидистантным спек­

тром [26], впервые полученные в [29], когерентные состояния ангармонических потен­
циалов с сингулярностью в нуле вида,х-2 [30], когерентные состояния односолитон­
ного стационарного [31] инестационарного [32] потенциалов. Отметим, что в случае 
эквидистантного и квазиэквидистантного спектров такие состояния описывают нерас­

плывающиеся во времени волновые пакеты [11], которые ранее были известны лишь 
для систем с квадратичным по координате гамильтонианом. 

Характерной особенностью стационарных солитонных потенциалов [27] является 
их прозрачность. Частица, рассеиваемая на таком потенциале, никогда от него не отра­

жается. Другое важное свойство таких потенциалов заключается в том, ЧТО они имеют 
произвольное наперед заданное расположение уровней дискретного спектра, управляе­

мое параметрами потенциала. Благодаря этому свойству они могли бы найти примене­

ние в качестве модельных потенциалов в псевдопотенциальных теориях. С их помощью, 

например, описываются релаксационные процессы в ферми-жидкости [33]. Обобщени­
ем таких потенциалов являются нестационарные солитонные потенциалы, введенные 

в связи с решением уравнения Кадомцева-Петвиашвили [34]. Отметим, что подобные 
потенциалы общего вида [27,34] являются комплексными и им нельзя сопоставить ни­
какой самосопряженный оператор в гильбертовом пространстве. 
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В настоящей работе при помощи нестационарного преобразования Дарбу [19] будут 
получены достаточно простые выражения для нестационарных многосолитонных веще­

ственных потенциалов. Будет прослежена связь операторов преобразования Дарбу со 

спектральным разложением оператора импульса, впервые получено разложение этих 

операторов по квазипроекторам на собственные векторы оператора импульса. Далее 

рассмотрены два типа когерентных состояний. Состояния первого типа, получаемые 

при помощи интегрального оператора преобразования, допускают разложение единич­

ного оператора (1), где в качестве меры выступает некоторая непрерывная функция. Во 
втором случае когерентные состояния определяются при помощи дифференциального 

оператора преобразования, а мера в выражении (1) определяется некоторой обобщенной 
функцией. 

2. НЕСТАЦИОНАРНЫЕ МНОГОСОЛИТОННЫЕ ПОТЕНЦИАЛЫ 

Один из методов построения многосолитонных нестационарных потенциалов опи­

сан в [35], где указаны также их многочисленные физические применения. В общем 
случае такие потенциалы являются комплексными, и им нельзя сопоставить никакой 

самосопряженный оператор в гильбертовом пространстве. В этом разделе мы опищем 

метод более пригодный с квантовомеханической точки зрения. Он является непосред­

ственным обобщением соответствующих конструкций, хорощо известных в случае ста­

ционарного уравнения Шредингера [36-38]. Основная идея будет проиллюстрирована 
на двухсолитонном потенциале, а для общего случая мы приведем только окончатель­

ные выражения. 

Чтобы получитьдвухсолитонный нестационарный потенциал, нужно соверщить це­

почку из двух преобразований Дарбу [19]. Оператор L преобразования Дарбу определя­
ется некоторым рещением u = и(х, t) исходного уравнения Шредингера (в нашем случае 
это уравнение с нулевым потенциалом), L = -u,,ju + дх (их == ди/дх, дх == д/дх). 
Взяв 

где Лl, Мl - произвольныевещественные числа, получим хорошо известный односо­

литонный потенциал 

V(l) = -2J.Lisесh28 1 • 

Все решения уравнения Шредингера с потенциалом V(l), за исключением того, которое 
принадлежит ядру оператора L+ = -их/и - дх , можно получить, действуя оператором 

L на некоторое решение уравнения Шредингера с нулевым потенциалом. Рассмотрим, 
в частности, следующее решение уравнения с нулевым потенциалом: 

и2 = ехр 1]2 sh 82, 

где 1]2 и 82 отличаются от 1]1 и 81 заменой Лl на Л2 и М! на М2. Тогда функция 

V2 = LU2 = i(Лl - Л2)U2 + W2 ехр 1]2sech81, 

где 

1 
W2 = 2 [(М2 + Мl) ch(81 - 82) + (М2 - Мl) ch(81 + 82)] 
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- вронскиан функций иl = СЬВ1 и и2 = shB2, будет некоторым решением уравнения 

Шредингера (квадратично не интегрируемым) с потенциалом V(1). Если функцию V2 

взять В качестве функции преобразования для повторного преобразования Дарбу, то 

мы получим наиболее общий (комплексный) двухсолитонный потенциал. (Это будет 

другая форма хорошо известного двухсолитонного потенциала [34]). Для получения ве­
щественного потенциала необходимо, чтобы функция преобразования V2 удовлетворяла 

условию вещественности [19]: [ln(v2/v2)]xxx = о. Это условие будет выполнено, если 
положить л 1 = Л2 = л. Двухсолитонный потенциал в' этом случае становится веше­

ственным: 

Если, кроме того, потребовать, чтобы f..L2 > Мl > о, то вронскиан W2 будет сохранять 

знак при всех вещественных значениях х и t и потенциал V(2) будет регулярной функ­
цией при всех х и t. Отметим, что при л = о этот потенциал переходит в хорошо 
известный двухсолитонный стационарный потенциал [27]. 

Рассмотрим теперь цепочку N преобразований Дарбу подобную той, которую 'мы 
только что рассмотрели для N = 2. Результирующее действие такой цепочки эквива­
лентно действию оператора преобразования N-ro порядка [19] 

иI и2 

L = W- I (UI,U2, ... ,1LN) 
Ulx и2х дх 

(2) 

u(N) 
'х 

и(т 
2х aN 

х 

где и~~) = aN Uk/BX N И операторный определитель понимается как дифференциальный 
оператор, получаемый разложением определителя по последнему столбцу с функцио­

нальными коэФФициентами, помещенными перед операторами дифференцирования. 

Функции Uk в нашем случае имеют вид 

UI=eXP1JlchB1, u2=eXP1J2ShB2, uз=еХР1JзсhВз, U4=eXP1J4 Sh B4, ... , 
1Jk = i (Jti - л2 ) t - iлх, Bk = JtkX + 2ЛJtkt, л, Jtk Е IR, О < Jtk-I < Jtk· 

N -солитонный потенциал определяется выражением 
(N)_ ' V --2[lпW(uI,u2, ... ,uN)]хх. 

Несложно видеть, что 

[1п W (UI, и2, ... , UN )]хх = [1п W (Ul, и2, ... , itN)]xx, 

где иl = chB1, и2 = shB2, из = сhВз , ... 

(3) 

Для вронскиана W (и 1, и2, ... , и N) известно простое аналитическое выражение [38] 

2N - 1 

W (UI,it2, ... ,UN) = 21- N L Bk Ch'"Yk. 

Все коэффициенты '"Yk имеют вид 

N 

k=1 

'"Yk = L {)i, {)i = c:Bi , с: = ±1. 
i=1 

1933 
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Слагаемые в сумме (4) подразделяются на группы. При четном N мы имеем N/2 + 1 
групп, и при нечетном N число групп равно (N + 1) /2. Каждая группа, кроме по-

следней, содержит ( ~) членов, где k = О, 1, ... , N /2 - 1 при четном N и k = 

= О, 1, ... , (N - 3) /2 при нечетном N. Последняя группа содержит ~ ( /:;2) членов 
при четном N и ( (N:!.I)/2) прJoJ нечетном N. Одна группа отличается от другой ко­
личеством отрицательных значений параметра с. В первой группе (она содержит лишь 

один член) все с = 1, во второй группе (N членов) только одно с = -1 в каждом члене, 
в третьей группе дважды с = -1 в каждом члене и так далее. Для коэффициентов B k 

мы имеем выражение: 

N' 

B k = П Imi - mjl, mi = cJ.Li· 
i>j 

Отметим, что после того как абсолютное значение множителей (mi - mj) в B k при 
J.Li > J.Lj вычислено, формула (4) становится справедливой при произвольных значени­
ях J.Li. Отметим также, что в' частном случае л = о мы получаем известный [27] N­
солитонный стаЩi,Qнарный потенциал. 

В разд. 4 мы покажем, что с таким потенциалом связан некоторый самосопряжен­
ный оператор в гильбертовом пространстве. 

3. гиЛЬБЕРТОВО проcrРАНcrВО соcrОЯНИЙ СВОБОДНОЙ ЧАcrицы 

В соответствии со свойством 1, сформулированным во Введении, нам необходи­
мо hостроить гильбертово пространство состояний солитонного потенциала. Согласно 

результатам работы [19], для этого можно использовать гильбертово пространство со­
стояний исходной системы (в нашем случае это свободная частица) и применить к его 

элементам оператор преобразования Дарбу. (Точные области определения,операторов 

в данной работе мы описывать не будем.) 

Конструкция гильбертова пространства на решениях уравнения Шредингера для 

свободной частицы хорошо известна (см., например, монографию [39] и ссьmки в ней). 
В данном разделе мы приведем сведения, необходимые нам для дальнейшего изложе­

ния. 

Алгеброй симметрии уравнения· Шредингера с нулевым потенциалом является ше­

стимерная алгебра Ли, известная как алгебра Шредингера [39]. В частности, операторы 

а = (i - t)ax + ix/2, а+ = (i + t)ax - ix/2 

образуют подалгебру Гейзенберга~Вейля этой алгебры. Квадратично интегрируемые 

решения уравнения Шредингера можно получить метo.z~ом разделения переменных [39], 
если в качестве оператора симметрии, разделяющего переменные, взять 
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Ортонормированньtе волновые функции при этом имеют вид 

'Фn(Х, t) = (-i)n(n!2nV2;)-1/2(1 + itг l / 2 ехр [-in arctg t - 4(1 x~ щ] Нn ( п) , 
где Hn(z) - многочлены ЭрМита. Операторы а+ и а являются для них операторами 
сдвига по переменной n: а'Фn = Vn'Фn-I, а+'Фn = Vп+1'Фn+I, шФо = О. 

Обозначим через fZo линейное пространство, составленное из всевозможных ко­
нечных линейных комбинаций функций 'Фn(Х, t) с комплексными коэффициентами. 
Операторы а и а+ в силу их линейности определены на всем пространстве fZo и ото­
бражают его на себя. Отметим, что гамилътониан ho == р; = -д~ и оператор импульса 
рх = -iВх выражаются через а и а+, например, рх = -(а + а+)/2. Поэтому они также 
определены на fZo -и отображают его на себя. 

Определим на fZo скалярное произведение ('Фаl'Фь) при помощи обычного инте­
грала Лебега. Гильбертово пространство Н является пополнением fZo по норме, опре­
деляемой этим скалярным произведением. Хорошо известно, что операторы рх и ho' 
являются самосопряженными в Н, имеют общие собственные (в смысле обобщенных 

функций) функции и спектр их чисто непрерывный. Обозна':lИМ через 'Фр = 'Фр(Х, t) их 
общие собственные функции Рх'Фр = р'Фр, hо'Фр = р2'Фр , р Е IR. Функции 'Фр хорошо 
известны, и мы не будем при водить их явный вид. Отметим только, что они ортогональ­

ны и нормированы (в смысле обобщенных функций), ('Фрl'Фq ) = б(р - q), и образуют 
полный набор в Н. Соотношение полноты символически выражается через проекторы 

на эти функции как на элементы пространства Н: 

В интегралах по всей вещественной прямой область интегрирования не указываем. От­

метим, что соответствующим конструкциям можно придать строгий математический 

смысл, если использовать понятие оснащенного гильбертова пространства [40,41]. 
Когерентные состояния рассматриваемой системы можно получить действием опе­

ратора трансляции на группе Гейзенберга-Вейля на вакуумный вектор 'Фа [2]: 

'Фz(Х, t) = exp(za+ - zа)'Фо(Х, t), z Е С. 

Эти векторы являются также собствеЩiЫМИ для оператора а, а'Фz == z'Фz.Для их опи­
сания недостаточно испрльзовать пространство fZo. Они принадлежат более широкой 
области, плотно расположенной в Н. Их разложение по базису 'Фn имеет вид [3] 

'Фz = ф L аnzn'Фn" ф = Ф(z, z) = ехр ( - Z2Z)' аn = vk, z Е IC. (5) 
n 

Они удовлетворяют всем перечисленным во Введении свойствам. В частности, мера 

d/-L = d/-L(Z, i), осуществляющая разложение единицы (1) по этим состояниям, хорошо 
известна [3]: d/-L = dхdу/1Г, Z = Х + iy. 

4. СПЕКТРАЛЬНЫЕ свойcrВА СОЛИТОННЫХ ПОТЕНЦИАЛОВ 

Структура спектра гамилътонианов, связанных между собой преобразованием Дар­

бу, исследовалась многими авторами. Наиболее подробное из таких исследований со­

держится, по-видимому, в работе [42], в которой приведены также ссылки на наиболее 
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важные работы в этой области. В данном разделе будуг изучены свойства операторов 

преобразования Дарбу для свободной частицы и солитонных гамильт.онианов как опера­

торов, действующих в гильбертовом пространстве состояний рассматриваемой системы, 

не нашедшие отражения в публикациях авторов предьщущих работ .. 
Как уже отмечал ось, многосолитонный гамильтониан можно построить при помо­

щи некоторой цепочки преобразований Дарбу или при помощи оператора преобразова­

ния Дарбу N -го порядка (2). Обозначим через L J оператор, соответствующий первому 

звену цепочки, и через Lt оператор, ему формально сопряженный. Отметим, что при 
определении скалярного произведения при помощи интеграла Лебега оператор, сопря­

женный относительно скалярного произведения к дх, есть -дх. Поэтому оператор Lt 
будет являться эрмитово-сопряженным к L J• Не будем в данной работе углубляться в 

математические детали и описывать области определения этих операторов. Отметим 

только, что они определены не во всем пространстве Н и область их значений также 

отлична от Н. Кроме того, можно показать, что если первоначальная область определе­

ния, например L J, есть пространство 2'0, то у него существует замкнутое расширение 
вН. 

Несложные вычисления показывают, что 

L~ L J = (Рх + .лi + /Li == gOJ (/LJ). 

Оператор goo = (Рх + >.)2 является оператором симметрии уравнения Шредингера для 
свободной частицы, и функция преобразования иl (~ Н) является для него собствен­

ной функцией с собственным значением равным -/Ll. Как оператор в гильбертовом 
пространстве Н он определен на некоторой плотной области (которую при необходи­

мости можно уточнить), самосопряжен в нем и имеет чисто непрурывный спектр. Его 

собственные функции совпадают с 'Фр : gоо'Фр = (р + >.)2'Фр • Отметим также, что goo = ho 
при>. = О. 

Несложно видеть, что все функции преобразования Uk (3) являются собственными 
для goo: gOOUk = -/L~Uk, Именно выбор всех параметров >. равными у всех функций 
преобразования Uk является решающим для этого обстоятельства. При этом также и 
оператор 2N -го порядка L + L является некоторым самосопряженным оператором в Н. 
Последнее свойство обеспечено также тем, что операторы L и L + обладают следующим 
замечательным свойством факторизации [19]: L + L = f(goo), где лх) - полином f(x) = 

= (х + /Ll)(x + /L~) ... (х + /L~), 
для оператора 

несложно получить матричное представление в базисе 'Фn. Поскольку оператор gO\(/LJ) 
выражаетсячере~ лестничные операторы а и а+: 

то матрица 

является пятидиагональной, симметричной, вещественной· матрицей со следующими 

отличными от нуля элементами: 

n 1 
SO = >.2 + /L2J + - + - ~nn+! = ->.Vп+t, nn 2 4' 

1 
S~n+2 = 4V(n + 1)(n + 2). 
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Тогда матрица оператора go, S = IISnkll, имеет вид 

и имеет в каждой своей строке (а следовательно, и столбце) конечное число ненулевых 

элементов Snk = Skn. Отсюда следует, что функция 

go'lj;n= 2: Skn'lj;k 
k 

принадлежит пространству fZo и fZo является инвариантным пространством для go. От­
метим, что оператор go имеет чисто непрерывный спектр и его собственными функци­
ями являются 'lj;p, go'lj;p = N~'lj;p, где N~ = f«p + ).)2) > о. 

в силу того что go = L + L, функции <Рр = N;] L'lj;p будут собственными для опера­
тора g] = LL+: g]<pp = N~<pp и (<ppl<pq) = Б(р - q). Оператор g] имеет в гильбертовом 
пространстве Н смешанный спектр. Дискретная часть его спектра совпадает с числами 

-fl~, k = 1, ... , N. Обозначим собственные функции дискретного спектра через <P-k. 
Очевидно, что оператор g] самосопряжен вН и определен на плотной области, которую 
при необходимости несложно точно описать. Поэтому все гильбертово пространство Н 

можно представить в виде ортогональной суммы Н = Но ЕВ Н], где Но является N­
мерным гильбертовым пространством с базисом <P-k, k = 1, .... , N. В дальнейшем мы 
не будем рассматривать это пространство. Пространство Н] является инвариантным 

для g] И ограничение g] на это пространство имеет чисто непрерывный спектр с соб­
ственными функциями <РР. В дальнейшем будем рассматривать g] только как оператор, 
действующий в Н] и поэтому сохраним для него прежнее обозначение. Отметим, что 

функции <P-k нельзя получить действием оператора L на какую-либо из функций из Н. 
Оператор L ВИда (2) можно применять ко всем функциям из Н, входящим в область 

определения оператора go, поскольку величина 

является конечной при всех 'lj;a,b из этой области. (Более точно, отсюда следует, что в 
качестве области определения оператора L может выступать область определения опе­
ратора До, которая шире области определения оператора go.) Совершенно аналогично, 
оператор L + можно применять ко всякой функции из Н1 , входящей в область опреде­
ления оператора gl. 

Операторы goo и go можно выразить через проекторы на их собственные функции 
при помощи спектральных разложений: 

Аналогичное выражение имеет и оператор g\ через проекторы на <Рр: 

Тогда оператору gl можно сопоставить оператор gl1, такой что gl = f(gl1)' определив 
его в Н1 при помощи спектрального разложения 

gl1 = J dp(p + ).)21<pp)(<ppl· 
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Очевидно, что 911 будет самосопряженным оператором с чисто непрерывным спектром 
из промежутка [л2 , (0). При л = о оператор 91 совпадет с гамильтонианом стационар­
ного N~солитонного потенциала, действие которого ограничено пространством Н1 • 

Волновые функции 'Фр и <рр представляют собой ортонормированные (в смысле 

обобщенных функций) базисы в пространствах соответственно Но и Н1 • Рассмотрим 

оператор, который каждой функции 'Фр ставит в соответствие функцию <рр: 

Обратное отображение осуществляет сопряженный к нему оператор 

Очевидно, что и сохраняет величину скалярного произведения и, следовательно, явля­

ется изометрическим оператором. Следовательно, для операторов L и L + получаем 

Отсюда следует представление операторов L и L + через И, 90 и 91: 

L = И 1/2 = 1/2U L+ = 1/2U+ = u+ 1/2 
90 91' 90 91 . 

Такое представление операторов известно как их полярное разложение (см., например, 
[43]). . 

Рассмотрим оператор М = (L+)-1 = U9~1/2 = 9~1/2U. Поскольку 

±1/2_j ±1!)(! 90 - dpNp 'Фр 'Фр, 

то 

Оператор М совпадает с интегральным оператором, введенным в [25] (см. также [27]). 
Операторы М иМ+ факторизуют операторы 901 и 9"11: м+ М = 901, М м+ = 9"11. 

В силу изометричности оператора И функции сп = U'Фn, n = 0,1,2, ... образуют 
ортонормированный базис в Н1 • Простые явные выражения для них получить не удает­

ся, поскольку И выражается через нелокальный оператор 9~1/2. Гораздо более простой 
вид имеют функции <рn(Х, t) = L'Фn(х, t), поскольку действие оператора L, согласно 
формуле (2), сводится к вычислению производных и арифметическим операциям. Оче-

1/2 1/2 видно, что <рn = 91 Сп И оператор 91 (а также и 91 ) имеет в Н1 нулевое ядро. Отсюда 
следует, что функции <рn образуют в Н1 неортогональный базис, (<{Jn!<{Jk) = 8nk (так 
называемый базис эквивалентный ортонормированному или базис Рисса, см., напри­

мер, [44]). Функции 1Jn = 9~1/2Cn = М'Фn образуют базисный набор биортогональный с 
<рn, (<{Jn!1Jk) = Onk И (1Jn!1Jk) = 8;;~, где 8;;~ = 8k~ - элементы матрицы 8-1, обратной 
к 8. Матричные элементы 8;;~ можно вычислить, используя спектральное разложение 
оператора 901: 
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(6) 

Тогда 

В заключение этого раздела отметим, что не всякую функцию I.{J из Н! можно пред­
ставить в виде I.{J = L'Ij;, где 'Ij; - некоторая функция из Но. Это связано с тем, что Н! 

является замыканием линейной оболочки векторов 'Рn = L'Ij;n относительно скаляр­
HOro про изведения в Н, ограниченного на пространство этих векторов. Совокупность 

же функций вида ср. = L'Ij; будет полным гильбертовым пространством относительно 
скалярного произведения (CPaICPb)1 = (L'Ij;aIL'Ij;b)! = ('Ij;algol'lj;b), которое вложено в Н!. 

5. КОГЕРЕНТНЫЕ СОСТОЯНИЯ СОЛИТОННЫХ .ПОТЕНЦИАЛОВ 

Согласно идеологии работ [25,26,31], чтобы получить когерентные состояния пре­
образованных по Дарбу систем, достаточно оператором преобразования подействовать 

на когерентные состояния исходной системы. При этом, очевидно, свойства 1-3, сфор­
мулированные во Введении, будут выполнены. Таким образом, чтобы получаемые та­
ки.м путем состояния можно было трактовать как когерентные, достаточно установить 
существование меры, реализующей разложение единичного оператора (1) по этим со­
стояниям. Отметим, что в работах [25,26,31] указанное разложение не обсуждается. В 
данном 'разделе будут· получены явные выражения для соответствующих мер для двух 

типов когерентных состояний нестационарного многосолитонного потенциала, получа­

емых при помощи операторов L и М. Частный случай Л = О соответствует обычному 

стационарному многосолитонному потенциалу. 

Рассмотрим состояния, описываемые следуlPЩИМИ волновыми функциями: 

I.{Jz ~ L'Ij;z = Ф L anzncpm ТJz = M'Ij;z = ф L anznТJn. 
n n 

Убедимся в том, что меры I-t<р = 1-t<р(Z, z) и I-t." = 1-t.,,(Z, z), осуществляющие разложение 
единицы по данным состояниям, существуют. 

Рассмотрим вначале состояния ТJz и меру I-t.". Поскольку функции ТJp = NpM 'lj;p' 
(ТJpIТJq) = 8(р - q), рЕ IR являются базисными (в смысле обобщенных функций) в Н!, 
то соотнощение (1) эквивалентно условию 

Отсюда следует, что 

N;!N;;! J dl-t.,,('Ij;рl'lj;z}('Ij;zl'lj;q) = 8(р - q). 

Необходимо отметить, что интеграл в левой части этого равенства не зависит от вре- .' 
мени и, следовательно, его можно вычислить при t = О. В дальнейшем мы будем этим 
пользоваться без дополнительных оговорок. С учетом выражения для функции ('Ij;pl'lj;~), 

('Ij;pl'lj;z) = (2,л-)!/4Ф'1j;р(z), 'lj;p(Z) = ехр(-р2 + 2zp - z2/2), z = х + iy, 
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ищем меру Мт/, такую чтоБыI dM'1 = VJ'1(x)dxdy. После интегрирования по переменной 
у, получаем уравнение для VJ'1(x): 

J dXVJ'1(x)Fp(x) = N;(27r)-1/2 exp(2p2), Рр(Х) = ехр(4рх - 2х2 ). 

Поскольку N~ является многочленом от р, отсюда следует, что VJ'1(X) есть многочлен 
от х, коэффициенты которого полностью определяются коэффициентами многочле­

на N~. Например, при N~ = (р - л)2 + МI (односолитонный потенциал) мы имеем 
VJ'1 = [(х - л)2 + МI - lj4]/x. Таким образом, мы убедились в том, что состояния "lz 
удовлетворяют всем свойствам когерентных состояний. Используя факторизационные 

свойства операторов М и М+ И спектральное разложение оператора 901 (6), вычисляем 
коэффициент нормировки этих состояний: 

Поскольку ФункщiЯ N~ является полиномом относительно 7 = (р + л)2: 

то 

N; = (7 + MN7 + M~)' .. (7 + M~), 

N 

N-2="~ 
Р L..J 7 + м2 ' 

k=1 k 

Отсюда для интеграла нормировки получаем выражение 

N 

N;2=LA k F k , z=x+iy, 
k=1 

(7) 

Рассмотрим теперь состояния '(Jz и меру М<р' Будем искать меру М<р такую, чтобы 

dM<p = dydVJ<p(x). Тогда для VJ<p(X) получим уравнение 

J dЫ<p(x)Pp(X) = N;2(2x)-1/2 ехр(2р2). (8) 

Покажем, что решением этого уравнения является обобщенная функция, заданная 

на некотором линейном пространстве. Отметим прежде всего, что IРр(Х + iy)1 :::; 

:::; exp(-dx2 + Ьу2), 2 :::; d :::; Ь. Это означает, что Рр(Х) Е sUi, где sUi является про­
странством целых функций F таких, что' ,Р(х + iy)1 :::; ехр( -dx2 + Ьу2), О :::; d:::; Ь [45]. 

Будем искать VJ<p в виде функционала над s:Л. Известно, что положительно определен-

ные обобщенные функции над sUi задаются при помощи своих фурье-образов. Если 
обозначить через W<p фурье-образ обобщенной функции VJ<p' то левую часть равенства (8) 
нужно понимать в смысле следующего равенства: 

J dVJ<p(x)Fp(X) = J dCJ<p(t)Fp(t), 

1940 



ЖЭТФ, 1998, 114, выn. 6(12) Когерентные состояния потенциалов . .. 

где Fp{t) = V7Гj2ехр(2р2+iрt-t2j8) - фурье-образ функции Рр(Х). В результате из (8) 
следует уравнение для W'f': 

Если теперь искать W'f' такую, чтобы dw",,(t) = p",,(t)dt, то с учетом выражения (7) дЛЯ 
N;;2 получим для p",,{t) следующую формулу: 

1 N А ( t2 ) Р (t) = - ,,_k ехр i>..t - /-Lkltl + - . 
'f' 27Г ~ /-Lk 8 

(9) 

Необходимо отметить, что для функции P'f'{t) вида (9) интеграл J dCJ'f'(t)F(t) сходит­
ся не при всех Р(х) Е 5::~. Несложно видеть, что условие сходимости этого интеграла 
налагает ограничение на убывание функции Р(х) при Ixl -+ 00. Он сходится, только 

если IF(x)1 ::::: ехр(-2х2 - Ах), где А ::::: 0- некоторая постоянная, своя для каждой 

функции Р(х) Е ~;:~. Обозначим совокупность функций (очевидно, что она является 
v OI/2( 1/2 

линеиным пространством), удовлетворяющих этому условию, через 51/2 Е 51/2)' 

Таким образом, нами установлено, что разложение единичного операторов (1) име­
ет место для состояний 'Р .. если меру d/-L'f' = dydы'f'(X) определить при помощи фурье-

01/2 
образа w'f' меры w"", которая задает функционал на пространстве 51/2' При этом инте-
грал по мере /-L'f' нужно вычислять следующим образом: 

где Fab(t) является фурье-образом функции 

Квадрат нормы функции 'Pz совпадает со средним значением оператора 90 в состо­
янии 1/Jz и легко может быть вычислен. Например, для односолитонного потенциала 
имеем 

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

для солитонных вещественных потенциалов наиболее общего вида - нестационар­

ных многосолитонных вещественных потенциалов - установлена связь со спектраль­

ной задачей для некоторого самосопряженного оператора в гильбертовом пространстве. 

В частном случае, когда потенциал становится стационарным, этот оператор является 

многочленом от гамильтониана солитонного потенциала. Получено квазиспектралъное 

разложение операторов преобразования Дарбу. Рассмотрены две системы когерентных 
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состояний солитонных потенциалов, получаемые при помощи оператора преобразова­

ния Дарбу и некоторого интегрального оператора. В каждом случае вычислена мера, 

реализующая {'азложение единичного оператора по когерентным состояниям. 

Наличие разложения единичного оператора (1) по когерентным состояниям позво­
ляет получить голоморфное представление пространства состояний и операторов, дей­

ствующих в нем. Далее, используя технику ковариантных символов Березина [46], мож­
но получить 'классическую механическую систему, соответствующую данной квантовой 
системе (см., например, [2]). На этом пути в [30] получен классический механический 
аналог для квантовой системы, получающейся преобразованием Дарбу из системы с 

потенциалом 'вида x2+'Yx-2 и дана формулировка преобразования Дарбу на языке клас­
сической механики для этого случая. Результаты данной работы позволяют построить 

классический механический аналог квантовой системы с солитонным потенциалом и 

таким образом провести для нее процесс обратный квантованию. 

Работа частично поддержана Российским фондом фундаментальных исследований 
(грант NQ 9702-16279). 
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