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Исследуется класс моделей автоволн в форме нелинейных диффузионных уравне

ний, тесно связанных с уравнением Лиувилля и двумеризованными цепочками Тоды. 

Строятся и анализируются точные решения этих уравнений. Предлагается простой спо

соб конструирования моделей типа диффузионных цепочек Тоды из известных базовых 

моделей. , 

к настоящему времени одним из наиболее важных классов. моделей нелинейных 
волновых процессов являются солитонн~е модели, основанные на методе обратной за

дачи рассеяния. Однако, при всей широте области использования этого метода в при

кладных задачах, имеются некоторые разделы физики, где характер решений, получае

мых с его помощью (солитоны, юшки, бризеры и т. п.) нельзя считать согласующимся 

с характером изучаемых процессов. Например, это относится к нелинейным диффу

зионным процессам, которые в последнее время привлекают ,особое внимание в связи 

с развитием таких' областей физики как теория самоорганизующихся систем, теория 

волновых процессов в активных средах и Т.д. [1-5]. для описания этих процессов тре
буются новые подходы к построению базовых моделей, имеющих достаточно богатые 

классы точных решений. Как правило, модели автоволн исследуются с помощью при
ближенных аналитических методов [4-7] либо численного моделирования [5]. Однако 
значимость выводов, которые могут быть сделаны на основе использования этих ме:" 

тодов, существенно зависит от возможности проверить достоверность результатов вы

числений на точных решениях уравнений. Именно это определяет то, что сделанные 

упрощения и приближения не выводят за рамки исходной модели. Поэтому отсутствие 

хорошо развитых методов поотроения точных решений для моделей с диффузией сле-

\ дует считать препятствием к детальному пониманию нелинейных волновых процессов, 
протекающих в т~ких системах и связанных с возникновением регулярных или коге

рентных структур в нщ. 

В работе [8] бьUI предложен целый класс моделей нелинейных волновых процессов 
в активных средах с диффузией, допускающих точные решения. Модели TaKoro рода 
представляют собой обобщение двумеризованных цепочек Тоды [9-11] на случай дву
мерных диффузионных процессов. Класс точных решений, полученных в работе [8], 
является новой полезной записью решений двумеризованных цепочек Тоды, рассмот

ренных впервые в [11,12], и уравнения Лиувилля [13] в двумерной эрмитов()й форме. 
Заметим также, что на основе симметрийноro подхода в работе [14] были найдены но-
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вые интегрируемые цепочки Тоды, относящиеся к классу диффузионных уравнений'в 
одномерном пространстве. 

В настоящей cTari.e развивается предложенный в [8] метод построения и анализа 
моделей, которые условно можно назвать диффузионными цепочками TOДbl. Также в 

работе рассматриваются свойства этих моделей, приводящие к появлению реryлярных 

структур в диффузионных системах, и принципы, с помощью которых можно получать 

модели диффузионных цепочек ToДbl из известных базовых моделей. Как и в [8], метод 
построе»ия решений основывается на новой переформулировке метода построения точ

ных решений двумеризованных цепочек Тоды с помощью квадратичных форм [8, 11, 12]. 
На основе этого подхода строятся точные решения некоторых базовых моделей типа 

реакция-диффузия. 

1. ОБЩАЯ КОНCfPУКЦИЯ РЕШЕНИЙ ДВУМЕРИЗОВАННЫХ ЦЕПОЧЕК ТОДЫ В 
КЛАССЕ КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ 

Под двумеризованными цепочками Тоды понимают такую физическую систему, 

динамика которой описывается совокупностью дифференциальных уравнений в част

ных производных следующего вида: 

6фn = еХР{Фn-l - 2фn + Фn+l}, n = 1, ... ,N - 1, (1) 

где 6 = 82 j8z8z - оператор Лапласа в случае комплексных координат Z х + iy, 
z = х - iy (или оператор Даламбера в случае действительных координат Z = х + у, 
z = х - у (конусные координаты». для переменных аn = фn - Фn-l эта система будет 

иметь более привычный вид: 

6аn = exp{Gn+l - аn } - ехр{аn - Gn- 1}, n = 1, ... ,N - 1. (2) 

Существует определение обобщенных диффузионных цепочек Тоды (см., напри

мер, [10,15]), однако в данной работе они рассматриваться не будут. 
Вкратце опишем основные принципы построения точных решений двумеризован

ных цепочек Тоды с помощью квадратичных форм. Рассмотрим функции H(z, z) сле
Jtyющего вида 

N 

Hl(Z, z) = L hО:jЗфо:(z)ф~(z), 
о: ,jЗ-l 

где hО:jЗ - эрмитова матрица размерности N х N. Функция H1(z, z) представляет 
собой эрмитову форму размерности N, определенную на комплексном пространстве 
FN. Совокупность функций фо:(Z), зависящих от Z, можно предс1'авИТЬ в виде вектора 
'1' = {Фl' Ф2, ... , ф N} В пространстве FN, в котором длина вектора задается функци
ей H1(z,z). для сокращения записи полезно ввести вместо комплексно-сопряженных 
функций ф~(z) функции с верхними И}:IДексами по правилу 

N 

фО:(z) = L hО:jЗф~(Z). 
jЗ=l 
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Тогда при любой невырожденной форме hO<{3 функция H 1(z, z) представима в виде 

N 

Н1 (z, i) = L 1/Jo«z)1/JO«z) = ЧАР, 
0<-1 

- _ 1 2 N 
где Ч' - {1jJ ,1/J , ... ,1/J }. 

для удобства излож«ния введем следующее обозначение: 

dg(z) dJ(z) , , 
[f(z), g(z)] == J(z)--;x;- - g(z)--;тz- = Jg - gJ , J' = dJ(z) 

dz ' 

, dg(z) 
g =-

dz 
(3) 

для двух произвольных функций J(z) Ц g(z). Тогда с помощью прямых вычислений 
можно показать, что для любого фиксированного N > 1 

где 

N 

H2(Z, z) = L Wo<{3(z)wO<{3(z), wO<{3 = [1/JO«z),1/J{3(z)], о: т (З. 
0«{3=1 

Действительно, 

Hl(z, Z)~lnН1(Z, i) = H 1(z, Z)~H1(Z, z) - H1,Z<Z, z)H1,i(Z, i) = 
= (ЧАР)~(ЧАР) - (Ч"Р) z (Ч"Р) i = 

N 

= L [1/J<:y(z)1/J<:Y(z)1/J~(z)1/J'{3(z) -1/J~(z)1/JО<(z)1/Jft(z)1/J'{3(i)] = 
0<,{3=1 

N 

= L {[1/J<:y(z)1/J~(z) -1/J~(z)1/J{3(z)] [1/JO«z)1/J'{3(z) :-1/JO«Z)1/J'j3(z)]} = 
а<{3=1 

N 

= L wo<{3(z)w<:Y{3(z), 
О«jЗ=1 . 

(4) 

(5) 

что и требовалось доказать. Функция H2(z, z) также представляет собой эрмитову фор
му, но размерности N(N - 1)/2. Таким образом, к ней может быть применено то же 
преобразование (4). В реЗуЛьтате последовательного применения этого преобразования 
к последовательности эрiliповых форм, возниКаЮЩИХ на каждом новом этапе, полу
чается цепочка функций Hn(z,z), n = 1,2, ... ,N, которая обрывается1'lа N-M шаге. 
эти функции удовлетворяют уравненИям (1). При этом никаких ограничений, кро
ме достаточной гладкости и дифференцируемости, на функции 1/Ji(Z) не накладывает
ся. В несколько ином виде этот результат сформулирован и доказан в [12, 11]. Orсут
ствие ограничений на фуНкции 1/Ji(Z) позволяет рассматривать различные редукции и 
накладывать дополнительные условия на эти функции, чтобы удовлетворить более об

щим уравненИям. Например, такими уравнениями могут быть уравнения моделей типа 
реакция-диффузия с нелинейными источниками. 
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2. КЛАССИФИКАЦИЯ МОДFЛЕЙ ТИПА ДИФФУЗИОННЫХ ЦЕПОЧЕК ТОДЫ 

Общий вид моделей, исследуемых в данной работе, можно представить в следую

щем виде: 

~~ = F(U) + DdU, (6) 

/ 
где U = {и/, и2, . .. , им} - вектор состояния элемента среды, например концентрации 

вступающих в реакцию химических веществ, F(U) - некоторая нелинейная вектор

функция, а D - матрица коэффициентов диффузии компонент Среды. эти уравнения 

обычно называются уравнениями типа реакция-диффузия. Классификация этих мо

делей обычно проводится исходя из вида нелинейного источника в правой части, так 

называемой нуль-изоклины [3,5]. Вид нуль-изоклины и соответствующая ей класси
фикация щражают характер равновесного состояния в среде и способы его достижения 

при заданной форме нелинейного и~точника. Однако такая классификация, полезная 

с точки зрения различия моделей по некоторым общим признакам, характеризующим 

физические процессы в целом, мало чувствительна к форме допустимых структур в та

ких моделях и· их динамике, что определяется более тонкими характеристиками моде

лей. 

Изложенная кратко в предыдущих разделах теория двумеризованных цепочек Тоды 

позволяет описать в общем несколько различных классов моделей диффузионных цепо

чек Тоды. Модели, очевидно, будут различаться по размерности N квадратичных форм 
и числу компоне~т М независимых неизвестных функций H i , описывающих физиче:

ские компоненты модели. для двумеризонных цепочек Тоды эти числа жестко связаны, 

если на Функдии 'Фi(Z) не накладываются дополнительные ограничения. В этом случае 

N = М. В случае редукции двумеризованных цепочек Тоды число независимых ком

понент может уменьшиться. Например, такими редуцирующими условиями, важными 

для дальнейшего, являются условия периодичности двумеризованных цепочек Тоды. 

Таким образом, в общем случае М :S; N. 
Размерность квадратичных форм, равная числу линейно независимых функций, 

'Фi(Z), ив которых они строятся, (несколько условно) определяет число независимых 

пространственных структур (мод), одновременно эволюционирующих в системе. Эту 

размерность поэтому логично назвать числом пространственных мод или просто мод 

в системе. Число же независимых квадратичных форм опреде.1iЯет число различных 

физических компонент .в системе, эволюционирующих одновременно. В случае ин

терпретации таких моделей с 'точки зрения моделей "Гипа, реакция-диффузия число М 
фактически равно числу различных компонент, участвующих в химических реакциях. 

В дальнейшем это число будем называть просто числом коМпонент системы. 
В данной работе будут рассматриваться только системы диффузионных цепочек 

Тоды с двумя и тремя модами. Это обусловлено тем, что структура нелинейных источ

ников в диффузионных цепочках Тоды существенно зависит от числа мод. Поэтому 

условия замыкания систем уравнений для диффузионных цепочек Тоды для разного 

количества мод различны, и при переходе от одной размерности квадратичных форм 

к другой требуется отдельный анализ соответствующих систем уравнений. Естествен

но этот анализ начинать с малых размерностей квадратичных фор~, т. е. числа мод в 

системе. 

1900 



I 

ЖЭТФ, 1998, 114, выn. 5(11) Диффузионные цепочки Тоды ... 

з. МНОГОКОМПОНЕНТНЫЕ ДВУХМОДОВЫЕ МОДЕЛИ 

Двухкомпонентные двухмодовые модели бьmи рассмотрены ранее [8]. Эти моде
ли не имеют несингулярных периодических решений в виде двухкомпонентных квад

ратичных форм [8]. Однако несингулярные периодические решения существуют для 

многокомпонентных двухмодовых систем. Такие системы описываются уравнениями 

вида [8] 

дщ , D А - -2и' (1 + и . .[!-. Щ") дt - iuUi - е • i е' ~ mike , 
k=1 

(7) 

где Ui = lп 'l'i(Z, z, t), а решения для функций 'l'i(Z,1, t) представляются квадратичными 
формами относительно функций 'Фl, 'Ф2: 

коэффициенты которых удовлетворяют уравнениям 

ппп 

ai = L mijaj, bi = Lffiijbj , С; = L mijCj, i = 1, ... ,n, (9) 
з=1 з=1 j=1 

(aibi - ICiI2)Jl Di = [; = const, IW12121g14 = 1. (10) 

Здесь WI2(Z) = ['Фl(Z), 'Ф2(Z)]. Исходя из требования действительности 'l'i(Z, Е, t), функ
ции ai(t) и bi(t) должны быть действительными, а c;(t) могут быть комплексными. 

Опишем общую конструкцию этих решений сначала 8 общем случае. Пусть п(а) , 
а = 1, ... ,'Т!-, - совокупность собственных векторов действительной матрицы М = 
(mij), соответствующих собственным числам Ла : 

n 
_."" \ - (а) (а) 

mij - ~лаnj n i . 

а=1 

(11) 

Здесь п~a) - компоненты сопряженных собственных векторов. Собственные и сопря
женные им векторы удовлетворяют следующим соотношениям: 

n L п~a)n~b) = {)аЬ. 
;=1 

в силу действительности матрицы М каждому комплексному ее собственному числу 

Ла соответствует комплексно-сопряженное число Ль = Л:. Соответствующие COQCTвeH
ные векторы также будут КОМQЛексно сопряжены. Тогда решения для коэффициентов 
можно представить в виде 

n n 

ai(t) = L Aan~a) ехр(лаt), Mt) = L Ban~a) ехр(лаt), 
а=1 а=1 

(12) 
n 

c;(t) = L Can~a) ехр(Лаt). 
а=1 
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Постоянные Аа ; Ва , Са должны выбираться таким образом, 1fГобы функции a;(t) и bi(t) 
были действиiельными и выполнялись n соотношений (10). Подстановка этих соотно
шений в (12) приводит, вообще говоря, к совокупности из n2 алгебраических уравнений 
для постоянных Аа , Ва , Са. В соотношениях 

n 

L Din~a)n~b) ехр [(Ла + ль)t] (АаВЬ - сас;; - С:СЬ) =li = const, i = 1, ... ,n 
а,Ь=1 

коэффmщенты при экспонентах, у которых показатели Ла + Ль отличны от нуля, должны 
обращаться в нуль. Однако в некоторых случаях число уравнений меньше чем n 2, И 
тогда имеются решения с nостоянiIыми параметрами модели li' 

Рассмотрим в качестве примера случай n = 3. Потребуем, 1fГобы собственные числа 
матрицы М имели значения (О, -iQ, +iQ). Пусть 0(1),0(2), 0(3) = 0(2)* - соответствующие 
им собственные векторы. Вектор 0(1) имеет действительные компоненты. Векторы jj{2,з), 
сопряженные собственным векторам матрицы М, равны просто комплексно-сопряжен~ 

ным векторам: п(2,3) = 02,3*, причем 

Lni*ni = О, а = 2,3. 
;=1 

т " = ,;о(n(2)*n(2) - n(2)*n(~» ,. - 1 2 3 
'] " З' 'з' 2, J - , , 

и функции ai(t), bi(t), Ci(t) можно представить в виде 

Числа ао, Ьо - действительные, А, В, Со, С1 , С2 - комплексные. Подставляя эти реше

ния в соотношения (10), получаем следующую систему алгебраических уравнений 

аоВ + ЬоА = сос; + СО С1, 
АВ = С1 С;, 

Di [(аоЬо -lcol*)(n~I»2 + (А * В + АВ* - IC112 - IC212)n~2)(n~2»*] = li, i = 1,2,3. 

Из первых двух уравнений этой системы находятся, например, комплексные постоян

ные А и В: 

1 (~~Гf* *С )2" С С* ЬО -4 2 чrV2 + СО 1 - 1 2-' 
ао ао 

А = с1с; 
,в . (13) 

После этого остается еще восемь действительных постоянных, три из которых при за

данных значениях D; и li находятся и!з последних трех действительных ~гебраических 
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условий. для того чтобы соответствующие решения системы (7) не были сингулярны
ми (необходимое условие), требуется, чтобы функции ai, bi , Ci одновременно не обра

щались в нуль. Достаточными условиями являются требования 

и требования к функциям ф"ф2: а) эти функции не имеют полюсов и б) они одновре

менно не обращаются в нуль. 

Таким образом, показано, что трехкомпонентные модели диффузионных цепочек 

Тоды с двухмодовым возбуждением имеют точные периодические несингулярные ре- ,/ 
шения. / 

4. ТРЕХМОДОВЫЕ МОДFЛИ. ОБЩАЯ ПОCfАНОВКА ЗАДАЧИ 

в качестве примеров многокомпонентных моделей с трехмодовым возбуждением 

рассмотрим модели, описывающиеся уравнениями двух типов. Первая из них соответ

ствует уравнениям следующего типа: 

в -1 
Bt Ч'j - DjL\ln Ч'j = Fj(Ч'" Ч'2,· . . ), (14) 

а вторая - более привычным уравнениям 

~ (15) 

для удобства первый тип моделей (14) будем называть моделями с нелинейной диффу
зией, а второй - с линейной. После замены переменных по формулам uj = lПЧ'j эти 
уравнения соответственно приобретают вид диффузионных цепочек Тоды: 

В + D еи, А - 11.э F (и1 и, ) Bt Uj j tlUj - е j е , е , .... , 

в 
Bt Uj - DjL\uj = Gj (eU1 , еи" ..• ). 

Заметим,"что уравнения типа (14) с помощью замены Ч'j -t l/Ч'j могут бщь записаны 
и в несколько иной форме, а именно 

ВВ Ч'j + DjL\ln Ч'j = Fj (~,~, ... ) . 
t Ч', Ч'2 

(16) 

Задача даю{ого раздела - вычислить тип нелинейности и построить классы точных 

решений для некоторых моделей. 

Решения для трехмодовых моделей имеют, согласно общей классификации, пред

ложенной в' разд. 2, представление в виде трехмерных квадратичных форм, 

(17) 

относительно линейно независимых дифференцируемых Функций'Ф, (z), Ф2(Z), 'Фз(z) с 
множитедем Iw(z)1 2, вводимым для общности решеtiиЙ. для этих функций, согласно 
общим соотношениям, рассмотренным в разд. 1, имеются следующее тождества: 
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(18) 

J 
где 

W",6(Z) = ['Ф",'Ф,6], а =f /3, а,/3 = 1,2,3. 

Введем дополнительно функции вида 

где 

A'·(t) = с·Ь· = Qj J J J , 
aj 

B·(t) = а·с· = Qj 
J J J bj ' 

C·(t) = а'Ь' = Qj J J J , 
Cj (20) 

Согласно (5), для произвольных 'Фl (z), 'Ф2(Z), 'Фз (z) функции Фj удовлетворяют тождеству 

(21) , 
где 

I 

- определитель Вронского функций 'Фi. Исходя из этих тождеств можно получить об

щие соотношения для функций aj(t), bj(t), cj(t), при которых функции ЧSj и Фj удовле
творяют уравнениям типа (14) или (15). 

Если не накладывать никаких ограничений на вид функций 'Фi(Z), то сложно найти 

такие условия, при которых в правой части уравнения (14) или (15) не будет функций; 
явным образом зависящих от времени. Действительно, в общем случае функции l'Фil 2 

и IWij 12 линейно независимы. Поэтомупроизводные по времени от функций ЧSj могут 
зависеть только от ЧSj, а производные от функций Фj - только от Фj. Следствием этого 

и условия постоянства коэффициентов ИСХОДlIЫХ уравнений являются уравнения 

L 

aj = Lтjkak, 
k=1 

L 

bj = L тjkbk Cj = L тjkCk, (22) 
k=1 k=1 

где тik = const, а L - число компонент исходной системы. Соотношения для 

A j , B j , Cj теперь автоматически следуют из (22). Форма (линейность) и размерность 
систем уравнений для A j , B j , Cj должна быть такой же, как и (22). Поэтому число раз
личных собственных чисел \системы характеристических уравнений для A j , B j , Cj не 
должно.превышать L. Поскольку функции Aj,Bj,Cj выражаются через парные про
изведения функций aj, bj , Cj, число их различных собственных чисел в общем случае 
удваивается. Последнее накладывает существенные ограничения на матрицу коэффи

циеmов (тik) в (22), удовлетворить которым оказывается сложно. 
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Другой способ построить разрешимую систему уравнений динамики мод состоит в 
принятии некоторых ограничений на вид функций 'Фi(Z), которые носят характер усло

вий периодичности двумеризованных цепочек: Тоды. 

Потребуем, чтобы выполнялись соотношения 

(23) 

где k 1, k2, kз - комплексные постоянные, а g(z) - некоторая произвольная функция. 

В результате функции Ф будут иметь тот же общий вид (17), что и функции '1". 
Система обыкновенных д~фференциальных уравнений (23) относительно функций' 

'Фl, 'Ф2, 'Фз имеет общее решение вида 

d qз 
dz '(z) = g(z)f(z) ' 

где 

.Л:;; 
ql=ЪУk;' 

.Л:;; 
q2=ЪУk;' qз::; ..jk1k2• 

а функция f(z) - произвольна. 

5. ТРЕХМОДОВЫЕ МОДЕЛИ С НЕЛИНЕЙНОЙ ДИФФУЗИЕЙ 

Рассмотрим сначала простейшую однокомпонентную модель типа (14). Подстанов-
ка (23) в (21) приводит к следующему тождеству: . 

(24) 

в однокомпонентной модели требование, что нелинейность имеет вид функции, зави

сящей только от самой неизвестной функции приводит к требованию g(z) = l/iv(z) и 
следующим уравнениям для функций a(t), b(t), c(t): . 

(25) 

Эта система подобна уравнениям, встречающимся в задачах трехволнового взаимодей

ствия, и интегрируется в квадратурах. Ее общее решение строится из следующих соот

ношений, получающихся прямо из (25): 

а2 = (ао +2D1'lk I 12 J eXP(-2>.t')Qdt') ехр(2лt), 

ь2 = (.во + 2D1lk212 J eXP(-2лt')Qdt') ехр(2лt), 
с2 = ("Уо + 2D 1 lkз l 2 J eXP(-2лt')Qdt') ехр(2лt), 

, 
где Q(t) = a(t)b(t)c(t), а ао, .во, "Уо - постоянные. Перемножая этИ уравнения, находим, 
что Q(t) удовлетворяет уравнению 
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Q2 = (ао + 2D11k11 2 / eXP(-2Аt')Qdt') (.во + 2D11k212 / eXP(-2Аt')Qdt') х 

х (/'о + 2D1 1kз l 2 / eXP(-2Аt')Qdt') exp(6At). 

Если ввести функцию Р = I ехр( -2Аt')Qdt', то для нее получаем следующее уравнение: 

которое сводится к эллиптическому интегралу 

Здесь СО - постоянная интегрирования. 

два частных решения этих уравнений можно записать в элементарных функциях. 

Одно - в тригонометрических функциях: 

аоеЛt Ь елt 
a(t) = -- b(t)'~ _0_ c(t) = соелt tgB, 

cosB' cosB' 
(26) 

" 

где 

(27) 

со - произвольная действительная поtтоянная. Второе - в гиперболических функциях: 

(28) 

где все постоянные и функция B(t) удовлетворяют тем же соотношениям (27). Заметим, 
что оба решения подбором постоянных могут быть сделаны несингулярными на любом 

интервале времени t > to, поскольку функция B(t), играющая роль фазы колебаний 
в среде, подбором постоянных может быть сделана ограниченной функч:ией на этом 

интервале времени. 

Таким образом, построены точные решения однокомпонентной диффузионной мо

дели следующего вида: 

или в форме диффузионных цепочек Тоды 

-~u = D 1eu llu + А 
8t ' 

где и = ln '1'. Эту же модель можно представить и в следующем виДе: 

%t v = -D1Y' (~Y'V) + Av, 
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где v = lj'fl. Форма этих уравнений объясняет название соответствующих моделей
модели с нелинейной диффузией. 

для двухкомпонентной модели типа (14) с компонентами вида 

'fI(z, i, t) = Iw(z)12 (а(t)I'Ф11 2 + Ь(t)I'Ф21 2 + с(t)I'ФзI 2) , 

Ф(z, i, t) = Iw(z)12 (А(t)1'Ф11 2 + В(t)I'Ф21 2 + С(t)l'ФзI2 ) 

условия замыкания модели сводятся к условию g(z) = 1jw(z) и к системе обыкновен
ных дифференциальных уравнений для коэффициентов квадратичных форм следующе

го вида: 

а + D 1bclkl 12 = М1А + Лlа, 
. 2 
Ь + Dla~k21 = М1В + Л1Ь' 
С +D1 аьj'7сз I 2 = М1С + Л1С, 

(32) 

(33) 

Эта система, по-видимому, не является полностью интегрируемой и допускает сложное 

поведение решений. Уравнения этой модели при этом следующие: 

(34) 

(35) 

или 

8 (1) U -и + D 1 v' - V'u = -(JLIU + Л1V), 
8t U v 

(36) 

8 (1) v . -v + D2 V' - V'v = -(М2и + Л2V), 
8t v U 

(37) 

где U = 'fIi l , V = 'Р;-1. 
Многокомпонентные системы типа (14) в случае условий (23) имеют уравнения 

замыкцния, сводящиеся к совокупности уравнений вида аналогичного (32) 

L' 

cij + Dj bj Cjlkl 12 = LJLikak, 
k=l 

L 
.. 2 '" bj + D j ajcjlk21 = ~JLjkbk, 

k=1 

L 

Cj + DjаjЬjlkзl2 = L JLjkCk, 
k=1 
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j = 1,2, ... ,L, L;- число компонент в системе. Соответствующие уравнения модели 
имеют следующуЮ форму: 

8 -1 
-Ч'. -DДlпЧ'· 8t J J J 

j = 1,2, ... ,L. 

6. ТРЕХМОДОВЫЕ МОДFЛИ С ЛИНЕЙНОЙ ДИФФУЗИЕЙ 

Рассмотрим теперь модели типа (15). Однокомпонентная модель этого типа имеет 
тривиальную временную динамику. Пусть функция Ч' имеет вид (17), тогда условия 

.4 
замыкания модели сводятся к уравнениям " 

где аь, Ьо , со - постоянные, а сама модель ОПИСЫвается уравнением 

при некоторых дополнительных условиях на постоянные k 1, k2, kз , Qo. 

Двухкомпонентные модели обладают более сл<\жной динамико~, аналогичной ди
намике моделей типа (14), рассмотренной выше. Пусть первой компоненте соответ
ствует квадратичная форма (17), а второй - (19). Тогда условия замыкания системы 
уравнений этой модели с учетом (24) и (23) сводятся к переопределенной системе обык-
новенных дифференциальных уравнений I 

а = ла + JLA(t), 

~ = лЬ + JLB(t), 

i:. = лс + JLC(t), 

D 1bclkl 12 = Уа + к;А(t), 
D 1aclk212 = УЬ + к;В(t), 
D 1 аы�зl 2 2 = УС + к;с(t). 

(38) 

к этой системе следует еще добавить уравнения для коэффициентов А, В, С, которые 

следуют из условий замыкания модели и должны иметь следующий вид: 

А = Лlа + JL1A, 

i3 = л1Ь + JL1B, 

6 = лIс + JL1C, 

D2BClkl12 = Л2а + М2А, 
D2AClk212 = Л2Ь + М2В , 

D2АВlkз l 2 = Л2С + М2С' 
(39) 

Однако совокупность уравнений (38) у/ке полностью определяет как вид функций а, Ь, с, 
так и вид функций А, В, С. Поэтому из этой системы можно вычислить и явный вид 

коэффициентов ЛI,2 и JLI,2, теперь у/ке функций времени. Действительно, из (38) сле
дует, что функции а, Ь, с удовлетворяют той же системе уравнений (25): 

(40) 

где А = л - УМ/ к;, R 1 = JLD1/ к;. Следствием этой системы являются соотношения 
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:t (Ьс) = 2АЬс + R1a(lk212c2 + Ikз I 2 ь2 ), 
d 
dt (ас) = 2Аас + RIЬ(lkз l 2а2 + IklI 2c2), 

:t (аЬ) = 2АаЬ + RIC(lk212a2 + IklI2b2). 

Из тех же уравнений получаем 
\ 

:t (l k21 2C2 + Ikз 1 2 Ь2 ) - 2A(lk212c2 + Ikз 1 2 Ь2 ) = 2R1 1k2kз 1 2Q, . 

:t (lkз l 2а2 + Ikll2c2) - 2А(l kзl2а2 + Ikll2c2) = 2R1 1k1 kз1 2Q, 

~ (lk212a2 +lklI2b2) - 2A(lk212a2 + Ikl l2b2) = 2R11k1k212Q, 

где Q(t) = a(t)b(t)c(t). Решения этих уравнений можно записать в следующей форме: 

Ik212c2 + Ikз l 2 Ь2 = [0:0 + 2R1 Ik2kз I 2Р(t)] е2лt , 

Ikз l 2а2 + Ikl l2c2 = [,80 + 2RllklkзI2Р(t)] е2лt , 

Ik212a2 + Ikl l2b2 = [,О + 2R1lk2kll2 рщ] е2лt . 

Здесь P(t) = J e-2лt Q(t)dt. для .замыкания системы постоянные интегрирования 
0:0, ,80,,0 следует выбрать равными 

~O ~O ~o 

0:0 = Ikll2' ,80 = Ik212 ' ,О = Ikз l 2 ' 

Объединяя полученные соотношения, окоwштельно находим 

в результате уравнения модели принимают следующий вид: 

(41) 

или 

~u - D!I~.u = е-2и (ле2U + f.Leu+" + 1Iе" + ~e"); (42) 
at . . 
д . 
at V,- D2D.V = е-2" [Лl(t)еU+" + f.Ll(t)e2" + Л2(t)еU + f.L2 e"] , 
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где u:= ln'P, v = lnФ. 
Как видно из приведенных примеров, условия замыкания однокомпонентных и 

двухкомпонентных моделей типа (15) приводят к нелинейностям, явно зависящим от 
времени специальным образом. По всей видимости, этот факт относится и к много

компонентным моделям этого типа. Поэтому такие модели могут показаться менее по

лезными в качестве базовых для процессов распространения волн в активных средах и 

образования в них регулярных структур, чем модели типа (14) или модели с двухмодо
вым возбуждением. Однако на себя обращает внимание тот факт, что коэффициенты 

в уравнениях (41) и (42), явно зависящие от времени, имеют порядок величин D j D 2 и 

Df D 2• Поэтому в тех ситуациях, когда безразмерные коэффициенты диффузии являют
ся малыми величинами, зависимостью коэффициентов от времени можно пренебречь. 

Таким образом, эти модели не менее полезны,' чем модели (14), во многих реально 
встречающихся системах. 

7. ОБЩИЕ ПРИНЦИПЫ КОНСТРУИРОВАНИЯ МОДFЛЕЙ ТИПА ДИФФУЗИОННЫХ 
ЦЕПОЧЕК ТОДЫ 

Как было продемонстрировано1выше и в [8], модели диффузионных цепочек Тоды, 
допускающие точные решения в квадратичных формах, представляют собой достаточно 

богатый класс моделей. Этот класс моделей может быть расширен рассмотрением мно-

\ гокомпонентных систем и систем с многомодовым возбуждением исходя из более общей 

теории точных периодических двумеризованных цепочек Тоды, которая также может 

быть сформулирована на основе квадратичных форм (см. [11,12]). Решения, допуска
емые рассмотренными моделями, образуют классы точных решений, которые зависят 

от произвольных функциональных параметров. Хотя анализ устойчивости решений не 

проводился в данной работе, можно надеяться, что в силу произвольности функцио

нальных параметров, от которых зависят решения, построенные классы решений до-

статочно устойчивы. Все это указывает на определенную выделенность рассмотренных 

моделей среди других базовых моделей. Поэтому представляет интерес найти те общие 

физиче~кие свойства диффузионных цепочек Тоды, отличающие их от других базовых 

моделей, которые бы объяснили существование в них особых условий, приводящих к 

образованию регулярных структур с простой эволюцией во времени. В связи с этим воз

никает также вопрос о физических принципах их конструирования и использования в 

качестве базовых моделей. 

Обычным средством конструирования моделей автоволн являются кинетические 

уравнения или уравнения баланса физических параметров систем, дополненные члена

ми, ответственными за диффузию отдельных компонент в этих системах, и нелинейны

ми источниками, учитывающими в.заимовлияние отдельных компонент друг на друга. 

Вид нелинейности обычно диктуется некоторыми простыми физическими соображени
ями, например вероятностным характером моделей 'f}ша Вольтерра-Лотке, или формой 

закона действующих масс и требованиями обращения нелинейности в нуль в точках 

равновесия среды для моделей типа реакция-диффузия. 

Одной из характерных черт моделей диффузионных цепочек Тоды является нали

чие нелинейности типа нелинейности в цепочках Тоды, т. е. суммы экспонент с пока

зателями, кратными полям модели. Обычно в теории автоволн такие типы нелиней
ности в явном виде не появляются, поскольку, например, кинетические уравнения, 
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описывающие изменение концентраций веществ, содержат степенные нелинейности, 

что обусловлено формой закона действующих масс. Если следовать этим соображени

ям при интерпретации и анализе моделей диффузионных цепочек Тоды, то естественно 

стараться придать им форму, в которой нелинейность имеет вид рациональных функ

ций от компонент модели. Нетрудно убедиться, что уравнения диффузионных цепочек 

Тоды, записанные относительно неизвестных функций 'Pi, оказываются похожими на 
кинетические уравнения с диффузией относительно концентраций веществ с нелиней

ностями ~ форме рациональных функций, например, (34), (41). Однако диффузион
ный оператор при такой фьрме записи хОтя и превращается вновь в диффузионный, 

но с появлением дополнительных членов. Эти члены описывают физические прьцессы, 

которых нет при другой форме записи, соответствующей общей форме диффузионных 

nепочек Тоды. Например, 

Последний член в правой части этОго выражения Mo~eT быть интерпретирован как пе
ренос вещества с концентрацией 'Pi течением, имеющим поле скорости v = '\lЧ'i/'Рi' 
Хотя на самом деле адвекции в модели нет, дополнительный источник таков, что он пол

HocTью эквивалентен адвективному переносу. Таким образом, модели диффузионных 

цепочек Тоды содержат некоторые дополнительные физические механизмы переноса 

вещества к обычно рассматриваемым механизмам в базовых моделях [3]. 
для того чтобы продемонстрировать роль этих дополнительных механизмов в ди

намике моделей диффузионных цепочек Тоды, рассмотрим формальный способ по

стрьения моделей такого типа исходя из стандартнЫх кинетических моделей. В каче
стве такой модели рассмотрим модель Вольтерра-Лотке (хищник-жертва) без диффузии, 

уравнения которой имеl()Т вид 

Здесь Kl, К2, а, {3 - постоянные; Следуя общей идеологии диффузионных цепочек То-

ды, вместо концентраций N 1 и N 2 следу.eJ' ввести условные энтропии каждой компо

ненты системы по формуле 

(43) 

Тогда уравненИя модели примут вид производства энтропии каждой компоненты си

стемы: 

(44) 

Постоянные КI И К2, описывающие естественную рождаемость же)lJВ и естественную 

смертность хищников, в такой постановке соответствуют естественному постоянному 

приросту энтропии в компоненте 1 (жертвы) и постоянной убыли энтропии в компо
ненте 2 (хищники). В этом! случае энтропию следует понимать скорее как меру числа 
доступных состояний системы, а не как меру ее неупорядоченности. При такой ее ин

терпретации оставшиеся элементы уравнений описывают также производство компо

нент энтропии, свяЗанное со взаимовлияниеМJIOДСИСтем друг на друга. Таким образом, 
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система уравнений (44) уже имеет форму; соответствующую моделям типа цепочки То
ды, и имеет смысл уравнений производства компонент энтропии. Очевидно, что в кИ
нетических моделях без диффузии с рациональными нелинейностями замены типа (43) 
будут всегда приводить к уравнениям типа цепочек Тоды. 

Рассмотрим теперь переход от кинетических моделей без диффузии к моделям с 

диффузией. При таком переходе уравнения (43) дополняют диффузионным потоком 
«вещества». В результате получаются уравнения следующего типа: 

(45) 

Здесь D l и D 2 - коэффициенты диффузии каждой из компонент системы. Других 

механи1МОВ переноса «вещества» данная модель не содержит. 

Если ,теперь воспользоваться подстановкой (43), то в уравнениях для условных эн
тропий компонент системы появятся члены, которые по форме можно интерпретиро

вать как адвективный перенос вещества со скоростями среды Уl = - D l v' В1 для первой 
компоненты и У2 = - D2 v' В2 для второй: 

(46) 

В исходной модели эти члены отсутствуют, поэтому, чтобы избежать их появлениЯ при 
построении модели диффузионных цепочек Тоды, следует уравнения (44) дополнить 
диффузионным потоком именно энтропии. Тогда (44) приобретают форму 

81 - D ldSl = -Кl + аеХР("';"В2), (47) 
.' 
В2 - D2dS2 = -(3еХР(-ВI) + К2. I 

Эта система уравнений уже имеет форму двухкомпонентных диффузионных цепочек 

Тоды и подобна мод~лям, рассмотренным здесь и в [8]. v 

от.личие уравнеНl~Й (46) от ,(47) состоит в дополнительном источнике энтропии, 
величина которого вЬ всем проdтранстве всегда полож~тельна: 

Jl = Dl(V'SI)2 > О, "J2 = D l (V'S2)2 > О. 

Влияние этих источников можно понять, оhираясь на их аналогичность адвективному 
переносу энтропии, обусловленному течением среды со ,скоростями . 

Как видно, скорости адве,.\{ТИВНОГО переноса соответствуют переносу энтропии в направ

лении, обратном ее градиенту. т. е: эти источники УСКОРЯЮ1 выравнивание контрастов 
J. ~ 

энтропий. Отсутствие этих источников в (47) означает, чуо в этои модели контрасты 
как энтропий, так,.м концентраций выравниваются медленнее. Именно это указывает 

на причину, по кo:rорой В моделях с диффузией энтропии типа диффузионных цепо

чек'Тоды более <<легко» возникают реrYЛярные структуры: специфическое замедление 

процесса диффузионного размывания 'контрастов благоприятствует формированию ре
гулярных структур. 

Этот факт, в' свою очередь, указывает общий путь для конструирования базовых 
моделей типа диффузионных цепочек 'kfJДЫ, описывающ~ процессывозникновения 

1912 



, 
ЖЭТФ, 1998, 114, выn. 5(11) Дuффузионные цеnочкu Тоды ... 

регулярных структур в активных средах с диффузией. Действительно, если имеется не
которая модель вида 

д 
at Ni - DiANi = R(N1, ••• , N n ), i = 1, ... , n, 

где R(N1, ••• ,Nn ) - рациональная функция своих аргументов, то на ее основе можно 
с помощью подстановки N i -+ Si = -lпNi перейти к уравнениям типа дифФузионных 
цепочек Тоды, 

д . 
atSi - DiASi = R(exp(-SI), ... ,exp(-Sn», i = 1, .1" ,n, 

t 
в которых дополнительно осуществлен переход от диффузии концеНТраций к диффузии-

ЭIiТРОПИЙ. 

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Как было показано выше, существует богатый класс моделей, описывающих волны 

в активных средах с диффузией (модели цша реакциЯ-диФФузия) и по форме уравне
ний представляющих собой модели типа диффузионных цепочек Тоды. Основным от

личительным свойством этих моделей является то, что они допускают достаточно пред

ставительные кЛассы точных решений. Это позволяет использовать эти модели в ка
честве базовых для исследования различных явлений и типов ВОЛIi В активных средах. 

Одним из основных результатов данн..оЙ работы является дальнейшее развитие мето

да построения точных решений уравнений этих моделей, начатых в работе [8] для не
скольких основных видов моделей диффузионных цепочек Тоды. Другим ражным ре

зультатом данной работы является анализ основных способов построения мо)е,лей типа 
диффузионных цепочек Тоды исходя из стандартных базовых моделей с нелинеЙJiыми 

источниками в форме неизвестных степенных функций (концентраций). Как показа

но, такой переход формально можно осуществить во многих интересных с точки зрения 

практического использования случаях, заменяя в уравнениях концентрации величина

ми, имеющими смысл энтропий пространственного распределения компонент системы, 
и заменяя диффузионные потоки вещества на диффузионные потоки энтропии. 

В данной работе не проводилось какого-либо сопоставления исследованных MO~ 

делей с уже достаточно стандартной классификацией на основе формы НУЛЬ-ИЗОКЛИIi 

нелинейных источников [3,5]. С одной стороны, это обусловлено большим Мliогообра
зием формы источников в диффузионных цепочках Тоды, ~ с другой стороны тем, что, 

как эт-ь было показаНQ" в [8], комбинируя переменные и уравнения мноroкомпонентных 
систем, можно получить источники с различной формой изоклин по классификации [3] 
при формальной не,изменности формы решений в классе квадратичных форм. 
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