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Представлены результаты численных экспериментов и теоретического анализа рас­
щеIIJIения сеnaратриcы НедИнейного резонанса в промежyroчиой асимnтomке ДIDI мо­

дедИ cтaндapmoгo отображения. Впервые прямое измерение угла ра9щеIIJIения а(К), 

где К « 1 - малый naраметр системы, выполнено в офомном диапазоне 0.1> а > 
~ 10-208 (1 2: К 2: 0.0004) с относительной точностью Jl}'ЧШе 10-25 и средней тo.;~ 
rv 10-30. это позволило провecm детальное сравнение с существующей асимпrorической 
теорией и обнаружить ряд новых эффектов. НаЙдено относительно простое эмпирическое 

выражение ДIDI зависимости а(К) в промежyroчной асимmoтике, область которой ока­

залась неожиданно широкой: К ;s 10-2. Исслед",ван таюке эффект шума, в частности 
ошибок измерения угла, который оказался значительно более существенным и сложным, 

чем это можно было предполагать. Отмечены нерешенные вопросы и возможные направ­

ления дальнейших исследований ЭТОЙ проблемы. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1998 

Динамика гамилътоновых (бездиссипативных) систем определяется взаимодей­

ствием нелинейных резонансов, которые являются основными элементами конструк­

ции современной теории нелинейных колебаний [1-4]. Гамилътониан такой системы 
может быть представлен в виде 

H(I, о, t) = Но(l) + g L Vnm(I) exp(in8 + itmQ) , (1.1) 
n,т 

где g - малый параметр возмущения; 1, 8 - переменные действие-yroл, Q - вепор 

частот внешнего возмущения <r гармониками та, а n - номер гармоник собственных 
колебаний с невозмущенными частотами 

(1) = 8Ho(I) 
u; 81' 

Каждый член возмущения в (1.1) определяет первичный резонанс 

I.Vnm == n u;(I) + т а ~ О • 

(1.2) 

(1.3) 

. в случае линейных колебаний частоты являются пара.метрами системы, которая попа­
дает ИJЦIне попадает в резонанс независимо от начальных условий движения. Наиболее 
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существенной особенностью нелинеЙJiщ колебаний является как раз изменение частот 

, колебаний в процессе движения ВCJ[едcrвие зависимости их от переменных действия. 
Ниже мы будем рассматривать случайCЮlЫIой нелиНеЙности,. когда такая зависимость 

имеет место уже для не возмущенных частот: 

д",(I) i:::: (j2 Но "J. О 
д1д12 Т • 

(1.4) 

в этом достаточно широком классе динамических систем описание нелинейных резо­

нансов и их взаимодействия оказывается универсальным и относительно простым [2]. 
В численных экспериментах значительно удобнее перейти от дифференциальных 

.уравнениЙ в непрерывном времени к дискретному отображению [1-4]. Одной из про­
стых, но содержательных моделей ·такого··типа является так называемое стандартное 

отображение [2] (по поводу истории этой модели и ее физических приложений см. [5]): 

p=p+Ksinx, х=х +р. (1.5) 

Здесь р, х - переменные действие-yroл, а.к «: 1 - едннственный параметр модели, ха­

рактеризующий эффект вОзмущения на периоде отображения, который принят равным 
единице. В непрерывном времени эта модель описывается гамильтонианом (ср. (1.1» 

2 00 

Н(р, х, t) =~ + к L cos(x - тnt), (1.6) 
т--со 

где основная частота внешнего возмущения О = 271". Модель представляет бесконечную 
систему сильно нелинейных резонансов (д2 Н j др2 = 1), дв,ижение вблизи каждого из 
которых идентично с точностью до сдвига по действию: р - Рт -+ Р, где Рт = тО -
резонансное значение действия. Частота малых собственных колебаний в любом ре­

зонансе равна c.vo = .;к «: 1. Хотя амплитуды всех резонансов одинаковы (К), все 
они, кроме основного, выделенного начальными условиями движения, представляют 

лишь очень слабое возмущение. Это объясняется большой частотой возмущения по 

сравнению с собственной частотой колебаний на выделенном резонансе: 

о 271" 
л=-=-» 1. 

"'о .;к 
(1.7) 

Взаимодействие резонансов при этом является адиабатическим, а его эффект - экс­

поненциально малым по большому параметру адиабатичности л. 

Пренебрегая слабой неадиабатичностью, одиночный резонанс, например с т = О 
(см. (1.6», можно описать гамильтонианом «маятника.»: 

(1.8) 

Такая простая форма резонансного гамильтониана оказывается универсальной в случае 

сильной нелинейности [2]. Наиболее важная в рассматриваемой задаче хараюериcmкa 
нелннейного резонанса (1.8) - наЛичие сепаратрисы, 

Ра = ±шоsЩ(хj2), Н}6> =c.v~ = К, 
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- особой траектории, которая Отделяет колебания фазы (внугри резонанса) от ее вра­

щения (вне резонанса). Ясно, что движение системы (1.8) вблизи.сепаратрисы чрез­
вычайно неустойчиво, поскольку ПQЧТИ любое сколь угодно малое возмущение каче­

ственно изменяет его характер (вращение переходит в колебания и наоборот). Именно 

здесь и возникает хаос нелинейных колебаний. Насколько нам известно, впервые это 

наблюдалось в численных экспериментах [6] и затем изучалось вомногих работах (см., 
например, [1-4,7]). 

Простым примером такой слабой неадиабатичности является взаимодействие все­

го двух нелинейных резонансов, например с т = О и m = 1, которое описывается 
гамильтонианом (см. (1.6» 

р2 
Н2(Р, Х, t) = "2 + к cosx + €cos(x - Ш), (1.10) 

где € - амплитуда возмущающего резонанса. Движение вблизи сепаратрисы основного 

резонанса (т = О) моделируется приближенно так называемым сепаратрисным отобра­
жением, которое впервые было введено (неявно) в [7]. Ниже мы приводим его в форме 
из [2] (см. также [4]): 

w=w+Wsinф, 
- 32 
Ф = Ф + л ln Iwl . (1.11) 

Здесь w = Н2/ к - 1 - безразмерное отклонение от невозмущенной сепаратрисы по 

энергии; Ф = Qt - фаза возмущения в момент прохождения положения устойчивого 

равновесия «маятника» Х = 1Г, а W - амплитуда неадиабатичности. Если возмуща­

ющий резонанс много слабее основного (€ « К), амплитуда W вычисляется относи­
тельно просто по методу Мельникова [8] (см. [2-4]) и при л » 1 приближенно равна 

W ~ 81Г! ~Л2е-1Г),,/2. (1.12) 

Orметим, что эта задача не может быть решена по теории возмущений, так как за­

висимостьэтого (как и любого другого) неадиабатического эффекта (W(K» от исход­
ного параметра возмущения (К) не является аналитической при К = о. Однако после 
выделения этого эффекта теория возмущений возможна и успешно применяется для 

приближенных уравнений движения типа сепаратрисного отображения. По-видимому, 

впервые подобная задача была решена еще Пуанкаре [9]. Из (1.12) ВИдно также, что 
в рассматриваемой модели (1.6) вклад других резонансов (Iml > 1) пренебрежимо мал 
(Лm = тЛ). Однако в этой модели амплитуды всех резонансов равны: € = К (1.6). Это 
приводит к появлению дополнительного множителя! '" 1 в (1.12). Качественное объяс­
нение появления этого фактора как эффекта высших приближений теории возмущений 
дано в [2], где приведено также его значение; полученное из численных экспериментов: 

! = 2.15 ± 0.04. (1.13) 

Низкая точность измерения (к тому же, как оказалось, завышенная) объясняется как 

недостаточно малыми (по техническим причинам) значениями К = 0.1-1, так и при­
ближенным характером самого сепаратрисного отображения. 

Значительный прогресс в решении этой задачи был достигнут лишь относитель­
но недавно (1984) в работах Лазуткина и сотрудников [10,11]. Значение поправочного 
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множителя f = 2.2552 ... было получеиоцз численного решения вспомогательного урав­
нения, из которого был исключен экспонеиI.J.и8дьный фактор. В отличие от общего вы­

ражения (1.12) множитель f не является универсальным, как предпon:агалось в [10], а 
зависит от конкретной системы взаиМ04еJ:tстаующих резонансов [12] .. 

В математических работах [8-12] и др"ВЫЧИСШ1Лся не сам эффект нарушения адиа­
батичности (1.11), который изучался ПОЭЩIее физиками [1-7], а вспомогательная вели­
чина - угол расщепления сепаратрисы, а. Хотя этого и недостаточно для восстановле­

ния полной динамики вблизи сепаратрисы, величина а является важной характеристи­
кой взаимодействия' резонансов, которая. в отJlИЧие от W строго определена и может 
быть вычислена с любой точностью., 

Расщепление сепаратрисы приБЛlPКенно описывается отображением (1.11) следу- . 
ющим образом. В отсутствие возмушения (W = О) каждая из двух ветвей сепаратрисы 
(1.9) представляет собой. асимптотическую траеnорию с бесконечным периодом дви­
жения, которая выходит (w = О, t --+ (0) из положения неустойчивого равновесия 
х = О mod 21!' и приходит В него же (w = О, t --+ +(0). Под действием возмушения 
(W =f О) возникают две пересекающихся .траектории, одна из которых по-прежнему 
выходит из точки х =р = О (w = О, t --+ -(0), но никогда не возвращается назад 
(ш =f О, t --+ (0), тогда как вторая ВQдeT себя наоборот, т. е. как первая при обращении 
времени (t --+ -t). Свободные концы расщепленной сепаратрисы образуют бесконеч­
ное число петель неограниченно возрастающей длины [8,9], которые заполняют, од­
нако, ограниченную и узкую область вдоль невозмушенной сепаратрисы, образуя так 

называемый хаотический слой [1-7]. Одной из его важных характеристик является по­
луширина ws ~ >'W ~ 4a/r..vo [2], непосредственно связанная с углом-расщепления (см. 
(1.15». Именно эти слои и являются универсальным первоисточником хаОса нелиней­
ных колебаний. 

Обе ветви расщепленной сепараrpисы пересекаются, в частности, при х = 1!' И не­
котором Рэ(1!') ~ ро = шо (см. (1.9». Именно в этом пересечении угол а изучается 
обычно, в том числе и в настоящей работе. Пересечению сепаратрис соответствует в 
(1.11) значение фазы возмушения ф(1!') = О. В окрестности пересечения отклонение 
обеих ветвей сепаратрисы от невозмущенной описывается приближенно простым вы­
ражением: 

(1.14) 

где у = х -1!' И использованы соотношения dw/dp = 2/r..vo и Ф = Qt = О:у/Ро = Qy/2r..vo. 
Кроме того, изменение w в точке пересечения равно половине полного и;зменения w 
(1.11); поскольку последнее происхоДит симметрично относительно х = 1!' [2]. В ре­
зультате для полного угла расщепленЮ! сепаратрисы получаем 

dq r..v >'W f e-1r>./2 
а(>.) ~ 2 dy ~ Т = 21!'fr..vo>.3 r..vб е- 1r>./2 = (21!')4f-к. (1.15) 

В последнее. выражение подставлены naраметры стандартного отображения: 
е= r..vб = К, Q = 21!'. Orметим, что это проСтое и важное соотношение справедливо 
только для угла расщепления при х = 1!'. 

Введенная в [10,11] величина!Z, которую мы будем назkва;ь постоянной Лазут­
кина, связана с фактором f соотношением 

!Z = 161!'3 f = 1118.82770595 ... 
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Наиб9Лее точное значение !Z' по нашим данным приведено ниже (4.14). Orметим, что 
фактор f «: !Z' более правильно характеризует порядок эффекта конечной амплитуды 
возмущающего резонанса. 

Последнее выражение в (1.15) с точным значением постоянной!Z' или f дает асим­
птотическое (л --+ 00) значение угла расщепления: аоо = а(оо). В работе [10] приведена' 
также оценка поправки к аоо в npoмежуточной асимnтотике О < К «: 1: 

(1.17) 

Наши предварительные численные эксперименты показали, однако, что фактически 
поправка убывает с к значительно быстрее: с'" f'V К1/2 • 

Orметим сразу, что эта «поправК8» И описывает интересующую нас промежуточную 

асиМnтотику расщепления сепаратрисы, а следовательно, и образования хаотического 

слоя. Именно эта проблема является основным предметом настоящих исследований. 

Наиболее развитая теория расщеплениясепаратрисы стандартного отображе­

ния [11] предсказывает не только еще более быстрое убывание поправки, но и позволяет 
вычислить первые члены ее степенного разложения также с помощью численного реше­

ния вспомогательных уравнений. Успех последней теории существенно определяется, 

на наш ВЗГЛЯД, удачной заменой переменных задачи: (К, а) --+ (h, 0-), где 

(1.18) 

- положительный характеристический показатель касательного (линеаризованного) 

отображения (1.5) внеустойчивой неподви:ж:ной точке х= р = О, 

o-(h) = v(h)sina (1.19) 

- симплектический инвариант, а v(h) - некоторая норма касательных векторов. 

В [11] было найдено приближенное решение этой задачи, которЬе также может быть 
записано в виде поправки к инварианту, аналогичной (1.17): 

(1.20) 

где 0-00 = 4аоо . Фактически, в [11] были вычиCJtены лишь четыре коэффициента ряда 
(см. ниже табл. 2). Главным оrpаничением полученного решения остается неявная за­
висимость о-(а), которая может быть найдена только численно из-за дополнительной 

неизвестной функции v(h). 
В настоящей работе мы представляем первые результаты прямых измерений угла 

расщепления сепаратрисы стандартного отображения (1.5) в широком диапазоне пара­
метра 1 2:: К 2:: 0.0004 (1 ~ h ~ 0.02); 0.1 ~ а ~ 10-208 с относительной точностью 
лучше 10-25 и средней точностью f'V 10-30. для решения этой задачи была разработана 
специальная методика измерения и обработки результатов с использованием универ­

сальной компьютерной nporp~bl [13] с произвольной точностью счета. Фактически, 
точность численных экспериментов достигала величины f'V 10-300. 

Помимо угла а, непосредственно связанного с неадиабатичностью W, измерял­
ся также инвариант о- (1.19) для сравнения с теорией. Необходимая для этого функция 
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v(h), аналитическое выражение которой неизвecrно, находилась численно по специаль­
ной программе, любезно предоставленной намВ. Г. Гельфрейхом, которому мы выра­

жаем искреннюю признательность. Всеэto noзволило провести детальное сравнение с 
асимптотической теорией [11}, которая :nфmоетью подтвердилась, а также обнаружить 
ряд новых эффектов. Найдено относитem.нопростое эмпирическое выражение для за­

висимости а(К) в промежyrочной асимtrroтике, область которой оказалась неожиданно 

широкой: К;::; 10-2. Исследован тапсэффект шума, в частности ошибок измерения 
угла, который оказался значительно бoJtee существенным и сложным, чем это можно 

было предполагать. 

2. ИЗМЕРЕНИЕ УГЛА РАСЩЕПJJЕНИЯ СЕПАРАТРИСЫ 

Основная трудность прямого измерениЯ угла расщепления сепаратрисы, а, связана 
с его чрезвычайно малой величиной. Так, При значенни в (1.5) параметра возмущения 
К = 0.0004 этот угол составляет вcero ~ 4.2 . 10-208 рад. как ощечалось во Введении, 

. решение этой задачи ОкaзaJlОСЬ возмоXCНЬiМ блaroдаря использованию специального па- . 
кета программ [13],позволяющегоРеалиэОвывать все стандартные возможности языка 
Фортран с произвольным уровнем точности счета, который задается указанием коли­

чества .f с цифр мантиссы в десятичном представлении вещественного чиCJiа. 
Вычисление угла а осуществлялось по следующей схеме. Пре}IЩе вcero, при кацом 

заданном значении параметра возмущения К на линии х = 11' отыскивалась ордината 

Рв(1Г) точки пересечения ветвей сепара'Фисы.В качестве начального принималось тео­
ретическое невозмущенное значение р(1Г) = ро = 2..[К (1.9), и для орбиты, стартующей 
из точки (11', Р(lГ», выянялсяя характер (вращение или колебание) поведения фазы х. 
В зависимости от результата значение р(1Г) последовательно увеличивалось или умень­

шалось с некоторым шaroм до тех пор, пока ~paктep поведения фазы не измеиялся на 

противоположный. Эrо позво~о определить начальный интервал локализации точ­

ки пересечения, верхняя граница P.,:(JГ) которого отвечала режиму вращения фазы х, 

а нижняя Рl (11') - колебаниям фазы независимо от направления. времени. Напомним, 
что кa}lЩая из расщепленных ветвей сепаратриcы остается границей между колебанием 

и вращением фазы для «своего_ напрllВ1lCНИЯ времени (см. Введение). Шаг изменения 

по импульсу выбирался всегда больше ожидаемой ширины хаотического слоя (~4a), 

поэтому ширина этого начального интервала dр(1Г) = Р.,:(lГ) - Рl(lГ) Ока3ывалась много' 

больше требуемой величины dр.(lГ), которая, напротив, всегда задавалась много мень­

шей ширины слоя (см. ниже). Например, для минимального использованноro нами 
значения naраметра возмущения К = 0.0004 ширина хаотического слоя ~ 2 . 10-207, 
а уровень точности счета .fc и требуемая· точность dр.(1Г) = 10-.#''' локализации ор­
динаты Р.(lГ) назначались сoa:rветстве:нио равными .fc = 300 (что отвечает точности 
счета,..., 10-300) и .f .. f:: 280. 

После установления начальноro интервалаrn (11'), Рт(lГ)] выолияласьь процедура 
последовательного деления его пополам до выполнения, неравенства dр(lГ) ~ dрs(lГ), 

и затем искомая ордината точкипСР,СССчения вьщислялась по формуле Р .. (lГ) = 
= [Рт(lГ) + РI(1Г)]/2. Заметим попутно, что именно на этот этап вычислений тратилась 
основная доля времени счета (см. ниже); по мере сужения интервала орбита все бли­

же подходила к неустойчивой нецодвижной точке и период движения (число итераций 

отображения) существенно возрастал. 
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После отыскания центральной точки пересечения ветвей сепаратрисы она прини­

малась за центр новой системы координат (у = Х - 11', q = Р - Ра(1I'», в которой и 

. проводились дальнейшие построения по вычислению угла а. для двух значений фазы 
. у = ±8у, 18yl «: 1 справа и слева от нового начала координат (у = q = О) также отыс;ки­
вались (с прежней точностью dps (11') = 10-.# а) границы между колебанием и вращением 
при ходе времени вперед. Это позволяло аппроксимировать отрезок прямой ветви се­

паратрисы многочленом второй степени q = Q2(y) и, определив его коэффициенты, 
найти угол наклона касательной к ней. Повторяя эти вычисления при течении време­

ни назад, мы находили угол наклона касательной для обратной ветви сепаратрисы и 

определяли искомый угол пересечения а2 как разность двух найденных углов наклона. 

Реализация описанной схемы потребовала разработки и выполнения некоторых 

специальн~ мер. 

для всего исследованного диапазона изменения параметра К мы стремились по­

лучить относительную точность в измерении угла а не хуже 10-25. С этой целью при­
ходилось подбирать нужные значенЙЯ всех упоминавшихся выше параметров счета: 

уровня точности вычислений f e , точности dps(1I') = 10-.#а локализации ординаты 
Ра(1I') и отстройки ПО фазе 8у для построения аппроксимирующих полиномов, при­
чем подбор этой последней величины был наиболее критичным. Расстояние по фазе 

Ау между центральной и соседней с ней точками пересечений, согласно (1.14), равно 
Ау ~ 211'/ Л = vк, и отстройку по фазе удобно задавать как долю этого расстояния 

8у = 'Г1'/К, (2.1) 

причем значение 'ГJ для всех вариантов счета обычно находилось в пределах (10-16_ 
10-12). 

Пр~жде всего предстояло выяснить, достигнута ли фактически :желаемая относи­

тельная точность 10-25 найденного значения а2 (ясно, что ее ни в коем случае нельзя 
отождествить с точностью счета f e ). С целью ответа на этот вопрос оriисанные выше 
вычисления проводились для еще одной пары удвоенных значений фазы у = ±28у и 
обоих направлений времени. Это вместе с предыдущей парой точек Д~ало возможность 
построить а,ппроксимирующие многочлены q = Q4(y) четвертой степени и получить по 
ним уточненное значение угла а4. 

В общем случае какое-то количество f а первых значащих цифр (с учетом округле­

ний) в выражениях для а2 и а4 совпадают, а далее эти значения расходятся. Мы всегда 

добивались неравенства f а :?: 25,что и давало относительную точность в определении 
угла не хуже 10-25. Счет с полиномами более высоких степеней и с повышенной точно­
стью подтвердил правильность этого критерия. На самом деле относительная точность 

оказалась выше и составила в среднем", 10-30 (см. разд. 3). 
Заметим, что прямое вычисление точек ветви сепаратрисы при обратном ходе вре­

мени не требуется. Стандартное отображение (1.5) обладает симметрией, позволяющей, 
в частности, любую точку (Xf,Pf) на прямой ветви сепаратрисы пересчитывать в, соот­
ветствующую ей точку (ХЬ,Рь) на обратной ветви по простым соотношениям [11] 

Хь = 211' - Xf, Рь = Р! + КsiпХf· (2.2) 

Таким образом, построение аппроксимирующих полиномов для обеих ветвей выпол­
няется фактически одновременно и не требует дополнительных вычислительных за­

трат. Однако с целью проверки были проведены выборочные контрольные расчеты при 
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обратном ходе ,времени для некоторых значеIOrй параметра возмущения. эти расчеты 
подтвердили правильность описанной схемы вычисления угла. 

Главная трудность оказалась связана с npo6лемой отыскания коэффициентов по­
линомов, аппроксимирующих Проходящие через точку пересечения у = q = о отрезки 

сепаратрис " 

(2.3) 

Используя знание четырех опорных точек, мы приходим к системе линейных уравнений 

с матрицей вида 

( 

Бу 
-Бу 

2Бу 

-2Бу 

(Бу)2 (Бу)3 
(Бу)2 _(Бу)3 
4(Бу)2 8(Бу)3 
4(Бу)2 -8(Бу)3 

(2.4) 

Величины элементов этой матрицы различаются на много порядков (в силу малости 

величины отстройки по фазе Бу согласно (2.1», и ее детерминант оказывается близок 
к компьютерному нулю, что не позволяет построить обратную матрицу. 

Решение удалось найти, выполнив Замену переменных вида (у, q) -+ (У = Ву, 
Q = Bq). В новых переменных ПОЛИНОМ'записывается в виде 

(2.5) 

и видно, что единственно интересующий нас первый коэффициент а\ = tg(a4) остается 
неизменным при любой веЛИЧИНе масщтабного множителя В. Это понятно, поскольку 

наша замена геометрически означает простое увеличение всей картинки в В раз. Мы 

обычно назначали В = 1/ Бу, что выравнивало порядки величин элементов матрицы и 
снимало все трудности с ее обработкой., 

По описанной схеме была наЙдена зависимость а(К) для60-и значений параметра 

возмущения в интервале 1 ~ К ~ 0.0004. Величина угла записывалась с сохранением 
35-и значащих цифр, что давало некоторый запас сверх минимальной (10-25, см. выше) 
и средней (....., 10-30, см. разд. 3) относительных точностей в ее определении. 

Минимальное значение параметра возмущения К = 0.0004, до КОТОРОГО'нам уда­
лось дойти, огранИЧRВалось временем счета одного варианта (около суток). это вре­

мя быстро растет с уменьшением К главным образом за счет увеличения необходимо­

го числа итераций отобраЖения (1.5). Последнее есть произведение периода движения 
вблизи сепаратрисы (....., Ilndps(lI')I/VК ....., .$a/VК, см. [2]) на число последователь­
ных приближений к точке пересечения (....., !Indps(lI')1 "" .$0.). Помимо этого время 
вычисленияsiпх в (1.5) также растет приблизительно пропорционально.Al'с (в интере­
сующей нас 'области умеренной точности .$с ;s 300). В итоге для полного времени Т 
счета одного варианта получается оценка 

(2.6) 

где эмпирическое значение параметра To':::S ~ _10-8 ч. 
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З. ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

Исходным эмпирическим материалом для анализа зависимости а(К) служили 60 
измеренных з~ачений этой неизвестной функции (разд. 2). На первом этапе обработки 
для вычисления поправки Со< исполъзовалось наиболее точное опубликованное'значение 

!Z (1.16) (10). для сравнения с теорией [11] аналогичным образом обрабатывала:сь эм­
пирическая зависимость поправки с". к инварианту 0', вычисленному по формуле (1.19). 

В соответствии с теорией [11) обе поправки искались в виде конечного ряда по 
четным степеням h: . 

м 

ё(h) = а(О) + L a(m)h2m , (3.1) 
т=1 

с помощью интерполяции по методу наименьших кв;y:wатов (см., например, [14]). Хотя 
формально коэффициент а(О) = О (см. (1.17), (1.20», включение его в (3.1) позволяет 
существенно уточнить параметр!Z по сравнению с его известным значением (1.16). 

Основная трудность интерполяции эмпирических данных с помощью ряда (3.1) со­
стоит в том, что различные члены этого ряда различаются по величине на много по­

рядков. Так, в типичном случае h '" 0.05 и М = 10 отношение (аlO/адhI8 '" 10-27. 
Поэтому, несмотря на специальные ухищрения в методике обработки, даже на началь­

ном этапе она проводилась с четверной точностью, а окончательная обработка потре­

бовала точности '" 10-100. Однако и этого оказалось недостаточно. КаК и при интер­
поляции ветвей сепаратрисы (разд. 2), столь неоднородная матрица системы линей­
ных уравнений обычно вырождалась в компьютерном представлении. эгу трудность 

удалось преодолеть тем же способом, т. е. изменением масштаба переменных задачи: 

(h, ё) -+ (Н = Sh, С = Вё), где обычно масштабный фактор S ~ 1. В QТличие от 
задачи в разделе 2 коэффициенты полинома (3.1) не являются инвариантами такого 
преобразования и должны восстанавливаться после интерполяции в новых перемен­

ных: А(т) 4 а(т) = A(m)S2m-l. 
Число членов ряда М '" 10 ограничено сверху ошибками вычисления коэффици­

ентов а(т) главным образом из-за .шума., вызванного конечной точностью эмпири­

ческих данных a(h). При дальнейшем увеличении М мы не только не получаем новых 
коэффициентов, но и теряем предЫдуЩИе. это наглядно видно на I?ис. 1 по резкому из­
лому зависимости а(т). В результате серии проб и ошибок было выбрано оптимальное 

значение М = 10 (см. также рис. 3 ниже). 
Точность эмпирической зависимости (3.1) характеризуется среднеквадратичной 

ошибкой (СКО) 
j 

(3.2) 

где угловые скобки обозначают усреднение по.всему интервалу интерполяции. Послед­

ний не обязательно включает все 60 значений c(h). Более того, попытки использовать 
весь эмпирический интервал сразу показали весьма низкую точность такой .глобаль­

ной. интерполяции: Ac(h) ~ 10-6 (ср. рис. 2). это вполне объяснимо, поскольку сте­
пенная зависимость (3.1) в теории [11) характеризует лишь промеЖуточную асиМIlТО­
тику. Именно поэтому уклонение 

бс~h) = c(h) - ё(h) 
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Рис. 1. ,Пример зависимости кОЭффициентов ряда (3.1), найденных из интерполяции эмпири­
ческих данных, . от полного числа членов ряда М Д1IЯ угла (треугольники) и для -инварианта 

(кружхи) 

Рис. 2. Результаты интерполяции эмпирических данных по углу расщепления сепаратри­

сы (треугольники) и инварианту (кружки): бс(h) - уклонение поправки от промежуточной 

асимптотики (3.1). Наклонные прямые представляют первое слагаемое остаточного члена (4.7); 
кривая - экспоненциальное уклонение (4.6). Верхние линии - полныe поправки c(h) со-

ответственно Д1IЯ угла и инварианта 

содержит наиболее ценную и интересную информацию о дополнительных неадиабати­

,ческих эффекrax, не вошедщих в теорию. Такммобразом, необходимо было в задан­

ном массиве эмпирических данных выбрать также оптимальный интервал интерполя­

ции (h 1 - h2), rдe h1 = 0.02 - 'минимальное значение в исходных данных. Основным 

критерием при этом служила наименьшая величина Ас (3.2), а также точность найден­
ных коэффициентов ряда (3.1) (см. табл . .1 и 2)., 

, I 
Коэффнциеtml аа(m) ряда (3.1) для угла 

m 

1 -0.233376428864381610627639619 
2 -0.29081815512468886036776 
3 -0.014824955534894050884 
4 0.04318219014864363Q 
5 :"'0.041519239477208 
6 -0.131373ЗI019 

7 -0.319169504 
8 -1.060635 
9 -4.3613 

10 -24.02 

0.239 . 10-24 
0.101 ·10-:20 
0.240. 10-17 
0.357. 10-14 
О.348·1О- 11 

0.227 . 10-08 
0.983 . 10-06 
0.273 . 10-03 
0.439 . 10-01 
0.312. 10+01 

Таблица 1 

{б} 

0.i18. 10-24 
0.453 . 10-21 
0.973. 10-18 
0.130. 10-14 
О.115·10- 11 

0.673 . 10-09 
. 0.261 . 10-06 

0.647. 10-04 
0.923 . 10-02 
0.579 . 10+00 

Прuмечaнue. Здесь и в таБJt. 2 I1-CKO в rpyппе, -а (6) - средняя СКО индивиду­
альной интерполяции. 

1.525 



В. В. Ве"еславов, Б. В. Чириков ЖЭТФ, 1998, 114, вьm. 4(10) 

Таблица 2 
Коэффициенты Ь(т) рsщa (4.1) ДJIJI иввариaиra 

т Ь,,Ат) ~ (8) 

1 18.5989119582092973588171520 0.101. 10-22 0:З43 . 10-23 
2 -4.3411412705681625367860 0.369. 10-19 0.125·10-19 
3 -4.183263759091894112 0.971 . 10-16 0.345 . 10-16 
4 -4.934139590730929 0.186. 10-12 0.735. 10-13 
5 -10.645486442741 0~263 . 10-09 0.121 . 10-09 
6 -35.860081765 0.276 . 10-06 0.151 . 10-06 
7 -177.60356 0.212 . 10-03 0.139. 10-03 

8 -1239.507 0.114. 10+00 0.894 . 10-01 

9 -11766.0 0.386 . 10+02 0.362 . 10+02 

10 -163000 0.627. 10+04 0.693 . 10+04 

Прuмечанuе. ПодчеркнyтblзначеНI:IЯ коэффициентов, полученные в работе [11J. 

Качество интерполяции падает не только при увеличении h2, как отмечено выше, 

но и при его уменьшении, из-за малого вклада высоких степеней h при малом h, а 
также из-за уменьшения числа Np участвуюших в интерполяции точек. Наилучшая 

интерполяция получается при h2 ~ 0.063 (Np = 19), ~c", ~ 2· 10-31, И h2 ~ 0.12 
(Np = 36), ~Cи' ~ 2· 10-31, однако использовались и другие близкие значения N p 

(см. разд. 4). Orметим, что достиrнyrая точность интерполяции и дает rpубую оценку 
средней точности измеренных значений о:(К). . 

Основные результаты получены при стандартной интерполяции путем минимиза­

ции дисперсии (~c)2 (см. (3.2), (3.1». для контроля использовалась и прямая интерпо­
ляция, когда в качестве нулевого неизвестного коэффициента а(О) в выражениях типа 

(3.1) отыскивалась полная величина постоянной Лазуткина. Кроме того, проводилась и 
относительная интерполяция, при которой минимизировалась относительная диспер­

сия 

(~c)2 = ( [1 _ C(h)] 2) . 
с2 c(h) 

(3.4) 

Все три варианта интерпо,ляции находились в хорошем согласии друг с другом. 

Результаты обработки представлены на рис. 2 и в табл. 1 и 2. 
Точность найденных· коэффициентов оценивалась двумя различными методами. 

Во-первых, вычислялась стандартная СКО интерполяции [14] (к;олонка 4 в таблицах). 
Эта величина характеризует ожидаемую ошибку в вычислении коэффициентов при слу­

чайной СКО исходных эмпйрических данных. Однако на самом деле полная ошибка 

почти никогда не является только случайной, а содержит еще и систематическую ошиб­

ку, которая приводит к сдвигу (дополнительному изменению) значений коэффициен­

тов. Это ясно видно уже из рис. 2, где точность интерполяции существенно превышает 
остаточный член ряда (1.20), не включенный в интерполяцию (3.1). Поэтому исполь­
зовался и другой метод. Значения коэффициентов определялись как средние по не­

скольким интерполяциям с различным числом входных данных: Np = 14-20 для угла и 
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Рве. 3. Закон изменения коЭффициентов 

npoмежyroчной асимптотик:и (3.1) для угла . 
. а .. (т) (темные треугольники), инвариан­
та а.,.(т) (темные'КруЖкИ) и их отношения 

aa/air (звездочки). сплоuпIыe линии -
эмпирическая зависимость (4.2). Свет­

лые треугольники и кружки представля­

ют ошибки в определении КОЭффициентов 

Np = 33-38 для инварианта. Именно эти значения и приведены в таблицах (колонка 2). 
Orносительно слабая зависимость средних от Nl'служила основным критерием при вы­
боре этйх двух групп. В качестве ошибки принималась СКО значений коэффициентов 
в группе (колонка 3 в таблицах). Видно, ЧТО,обе~щенки имеют одинаковый порядок, 
хотя ошибка в группе является наибольшей, и потому 'Определяющей, во всех случаях, 

кроме Ь(10). Различие обеих СКО, особенно заметное для угла, определенно указыва­

ет на существенные систематические ошибки. Значения СКО в группе и определяют 
число надежных, по нашему мнению, десятичных знаков коэффициентов. В колонке 

2 оставлены два-три «лишнш. знака для сравнения с будущими более точными эмпи-. 
рическими и/или теоретическими значениями. 

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Рассмотрим вначале поведение самих коэффициентов разложения (3.1) исходя из 
данных табл. 1 и 2. При этом мы будем использовать ниже представление коэффици­
ентов в пРостейшей форме (3.1) за исключением непосредственноro сравнеNИЯ с ре­
зультатами работы [11], где коэффициенты Ь(т) представлены в форме ряда Тэйлора 
(ср. (1.20» 

~ !Z = !Z + ~ Ь(т) h2m 
L...J , ' (ТОО т-l т. 

Ь(т) = a(т)т!!Z . (4.1) 

Прежде всего нам УДQЛось найти относительно простую экстраполяцию зависимо­

сти а(т) вне пределов досягаемости прямых измерений угла расщепления сепаратрисы. 

Результаты такой экстраполяции представлены на рис. 3 и описываются приближен­
ными выражениями 

(4.2а) 

для угла и 

(4.2б) 
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для инварианта. Построение этих эмпирических соотношений проводилось следую­

щим образом. Из рис. 2 и таблиц видно, что поправка cq(h) > О значительно меньше 
по абсолютной величине, чем ca(h) < О во всем исследованном диапазоне h и име-, 
ет обратный знак. Эro является следствием поведения нормы v(h) = voo (1 + cv(h» 
(z/oo = 4, cv(h) > О) в соотношении (1.19). Отсюда связь между коэффициентами мо­
жет быть записана в виде 

m 

аи(т) = av(m) + L aa(k)all(m - k) . (4.3) 
k-l 

Здесь все коэффициенты нормы av(m) положительные, тогда как почти все аа(т) и 
аи(т) отрицательные (за исключением аа(4) и аи (1), см. таблицы). С другой стороны, 

из рис. 3 видно, что и сами коэффициенты для угла и инварианта вeдyr себя совер­
шенно по-разному. Последние относительно медленно убывают с т, при6лизителъно 

по степенному закону, тогда как первые быстро, почти экспоненциально, растут, так 

же как и коэффициенты нормы. Это подтверждается прямой интерполяцией и непо­

средственно вытекает из того, что норма почти компенсирует большую поправку для 

угла: си ,«: Ical. в этом ключ к построению эмпирических соотношений (4.2). Дей­
ствительно, такая компенсация не проходит при чисто экспоненциальной зависимости 

аа (т) ~ av(m). Однако легко проверить, что это становится возможным при комбини:­
рованной зависимости (4.2а), если только р > 1 и т» 1. На рис. 3 показана также за­
висимость отношения аа / аи от т, которая прекрасно ложится на экспоненту (см. (4.4) 
ниже). Это тем более удивительно, что последние два или даже три коэффициента ин­

варианта явно отклоняются от простой степенной зависимости (4.2б). То же относится 

и к комбинированной зависимости (4.2а) для угла. Вопрос о природе этих аномалий 

остается открытым и требует дальнейших исследований. Отметим, что аномалии по­

являются только на последних коэффициентах, число которых невозможно увеличить 

из-за катастрофического роста ошибок (рис. 1). Кроме того, отношение коэффици­

ентов угла и инварианта в промежуточной асимптотике вообще не содержит ВИДИМЫХ 

аномалий. Конечно, точная зависимость коэффициентов, если она вообще может быть 

выражена в явном виде, вряд ли имеет простую форму (4.2) даже при т» 1. Это вид­
но уЖе из того, что точность эмпирических соотношений не идет ни в какое сравнение 

с точностью самих коэффициентов (ср. таблицы и (4.4». Тем не менее даже прибли­
женные выражения (4.2) помогают ориентироваться как в интерпретации xapaк:repныx 
особенностей промежуточной асимптотики, так и в дальнейших исследованиях эт()й 

проблемы. Так или иначе, на данном этапе мы ограничились этим приближением. 

Параметры эмпирических соотношений были получены с помощью интерполяции 

данных для отношения коэффициентов с т= 7-10 в полулогарифмическом масштабе, 
и данных для инварианта ст = 4-6 в двойном логарифмичесКЬм масштабе. Результаты 
имеют вид 

"у = 1.358 ± 0.0059, р = 3.51 ± 0.17, 
Аа = -0.0174(1 ± 0.28), Аи = -0.0233(1 ± 0.27), 

(4.4) 

где точность указаНа в абсолютных и относительных СКО. Отметим, что интерполяция 
даже по трем коэффициентам (т = 2,3,4), полученным в работе [11], дает близкие 
значения параметров (4.2б): ' 

Аи = -0.0216(1 ± 0.45), р = з.з8 ± 0.41 . 
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Точность эмпирических СООТНОШений (4.2) характеризуется также относительной СКО 
самой экстраполяции (Aa/lal для указанных выше значений т), которая составляет ве­
личину ±0.029 для угла и ±0.028для инварианта. Orметим, ЧТО относительно малые 
значения этих СКО по сравнению с СКО в определении самих коэффициентов (4.4) 
объясняются сильной корреляцией последних. В обо~ случаях аномалии коэффициен­

тов существенно превышают как приведенные ошибки в значениях соотношения (4.2), 
так и обе ошибки самих коэффициентов в таблицах (см. рис. 3). 

Спомощью (4.2) можнопостроm:ь приближенную модель проме.жуточноЙ асимп­
тотики, взяв в качестве начальных коэффициентов, явно не удовлетворяющих (4.2), их 
точные значения из таблиц. Предварительные численные эксперименты с такой моде­

лью показали, что она действительно воспроизводит сдвиг значений всех и особенно 
последних коэффициентов, который, однако, лежит в пределах ошибок (см. таблицы 

и рис. 3) и не объясняет указанные выше аномалии. Более того, даже включение до­
полнительного однородного по h шума, моделирующего ошибки измерения угла, не 
помогает. 

Приближенные выражения (4.2) позволяют также представить себе глобальное по­
ведение в проме.жуточноЙ асимптотике. Прежде всего, ряд для инварианта (4.2б) схо­

дится во всем исследованном интервале h :5 1 вплоть до rpаницы глобального хаоса, 
хотя и не описывает реальное поведение инварианта при h ;::: 0.14. Здесь ясно видна 
экспонента (см. рис. 2): 

Iбс(h)1 ~ 63e-1r' /h , (4.6) 

которая значительно превышает остаточный член (4.7) и описывает возмущение сепа­
ратрисы более удаленным резон.ансом с частотой Ю = 41Г (см. (1.6». Простая теория [2] 
npeдсказывает предэкспоненциальный множитель 8, т. е. почти на порядок меньше. Та­
кое различие вполне объяснимо дpyI'им (неизвестным) значением фактора f в (1.12), 
а также значительно более сложной в этом случае сисТемой резонансов высших при­

ближений [15]. 
Более интересная ситуация возникает для угла, по<:кольку ряд (4.2а) расходится 

при h > hcr ~ eXP(-'У/2) ~ 0.501, Т.е. ВНутри исследованного диапазона (15 левых 
Т09ек на рис. 2). Между тем в этой области не наблюдается никаких сингулярностей 
или аномалий в поведении функции ca(h) или ее уклоненlfЯ бса(h) ОТ интерполяции. 
Более того, последнее вполне удовлетворительно описывается остаточным членом (4.7), 
который к тому же представленна рис. 2 только своим первым слагаемым. это ясно 
демонстрирует существенное измененИе поведения как угла, так и инварианта в области 

больших h,...., 1 по сравнению с промежyrочной асимптотикоЙ. 
Приближенные соотношения (4.2) позволяют также более аккуратно, чем это сде­

лано в [11], оценить остаточный член ряда (1.20), не включенный в интерполяцию (3.1): 
00 

R(h, М) = L а(т) h2m ~ а(М + l)h2M+2 • 

т-М+! . 

(4.7) 

Из рис. 2 видно, что даже первое слагаемое R неплохо Представляет поведение укло­
нения угла во всей исследованной области. То же можно сказать и об экспоненте (4.6) 
для инварианта. OДH~O попытка добавиrЬ oбi выражения к полиному (3.1) катастро­
фически снижает точность интерполяции: Ас I'J.I0-6• Это еще раз демонстрирует зна­
чительно более сложную cтpyк:rypy области h '" 1. Ввиду важности этой области для 

. многочисленных приложениЙ.эта проблема заслуживает дальнейшего изучения . 
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Рис. 4. Гистограмма коррекции (4.8) 
значения параметра Лазyrкина (4.9): n­
число различных значений коррекции в 

ячейке, ширина которой равна 10-4 

Наконец, большое внимание было уделено наиболее точному и надежному опре­

делению постоянной Лазугкина!Z. Введем коррекцию 

(4.8) 

где индекс i нумерует различные способы получения !Z, а 

!Zo = 1118.82770594090077841514639 (4.9) 

- базовое значение, которое было получено нами уже в предварительных численных 

экспериментах (ср. (1.16». Формально, наибольшая точность достигается при ИНдИви­
дуальной интерполяции с Np = 14, М = 10: 

8!Za = 0.323560 ± 0.000017, 
8!Z t7 = 0.323572 ± 0.000017. 

(4.10) 

Посколь~ ряды промежуточной асимптотики (4.2) устроены совершенно по-разному 
в двух этих случаях, столь хорошее совпадение обоих значений является серьезным ар­

гументом в пользу реальности указанной точности. 

Ввиду важности этой постоянной были использованы и другие способы ее опреде­

ления. Прежде всего была выделена группа вариантов интерполяции с одним и тем же 

значением М = 10, но различными Np = 12-20 для угла и Np = 13-38 для инварианта 
(всего 35 случаев). Группа выбиралась максимально широкой и ограничиВа.лась ТОЛЬ-. 
ко быстрым и монотонным уходом значения 8!Zi по причинам, которые обсу:ждались 
выше. для среднего значения и СКО в этой группе найдены следующие величины: 

(8!Zi)ЗS = 0.323368 ± 0.0017. (4.11) 

Ошибка при этом значительно увеличилась. Однако гистограмма распределения 8!Zi 
в группе (рис. 4) показывает, что основной пик имеет гораздо меньшую ширину. Если 
отбросить крылья распределения (два случая справа и шесть слева), пoлyчltм 

(8!Zi)27 = ().323654 ± 0.00029 . (4.12) 

Наконец, остlЦШЯЯ. только девять случаев в самой высокой ячейке гистограммы, найдем 

(8!Zi)9 = 0.323660 ± 0.000021 . 
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Взвешивая все за и против, мы пришли к заключению, что наиболее достоверное 
, значение постоянной Лазуткина и ошИбка в ее определении равны 
\, 

!z = 1118.82770594090077841514639323566 ± 3·10-21 . (4.14) 

Подчеркнуто значение !Z, полученное ранее 'с помощью приближенной теории [10]. 
Результаты настоящей работы подтверждают теорию [11] как качественно (вид про­

межуточной асимптотики (3.1», так и количественно (табло 2). Более того, найдена 

промежуточная асимптотика непосредственно для угла расщепления сепаратрисы, что 

важно само по себе и позволило, в комбинации с данными для инварианта, получить 

приближенные эмпирические соотношения (4.2) в этой области, не ограниченные чис­
лом непосредственно найденных коэффициентов. 

\ 

Мы весьма признательны Н. С. Диканскомуза предоставленную возможность ис­

пользовать компьютер АЛЬФА-4100, В. Г. Гельфрейху за,полезные и интересные обсуж­

дения и помощь при сравнении с теорией; АГ. Грозину за предоставление программы 

счета с произвольной точностью [13] и содействие Ори работе с ней и Л. Ф. Хайло за 
большую помощь при проведении численных экспериментов. Работа частично поддер­

жана Российским фондом фундаментальных исследований (грант М97-01-00865). 
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