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Рассматривается аномальная диффузия по гребешковой структуре, состоящей JIЭ од

HOMepHoro хребта и боковых отростков (ребер) случайной длины. Определенной класси
фикацией траекroрий случайных блужданий исходная задача сводится к анализу класси

ческой диффузнн по хребту, где, однако, время этоro процесса является случайной ве

личиной. Ее распределенне задается свойсгвами блуждания ДИФФУНДИРУЮIЦIIX частиц по 

ребрам. Доказывается возможность применения теорнн среднеro поля в таком предста

влении, и получено уравненне для функции Грина с чIIcпIыми производными дробноro 

IIорядка. Анализируются характерные особенности распространения частиц по гребещ

ковой структуре. Получена модель эффективной однородной среды, где диффузия оIlИ

сывается уравненнем с дробной производной по временн и начальным условием в виде 

интеграла дробноro порядка. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1998 

Диффузия в гетерогенных средах, содержащих неоднородности различных мас
штабов, в частности, на фракталах, обладает аномальными свойствами (для обзора 
см. [1-3]). Например, в таких средах без выделенного направления средний квадрат 

смещения броуновской частицы (х2 ) зависит от времени t как (х2) сх: t Ot , где а =J 1. 
К настоящему времени отсутствует единое общее описание аномального транспорта, и 

поэтому различные модели неоднородных сред исследуются индивидуально. Одними из 
типичных представителей тa~ сред являются перколяционные кластеры и кластеры, 

возникающие в npoцессе диффузионно-оrpаниченной arpeгации. 

С точки зрения диффузионного переноса, такой кластер можно представить как со

стоящий из бесконечно протяженного хребта и большого количества боковых отростков. 

Блуждание диффундирующей частицы по хребту кластера главным образом определяет 

ее перемещение в пространстве, в' то время как боковые отростки служат своеобраз

ными ловушками, где частица проводит основное время (см., например, [1-3]). Раз

ветвленность хребта этих кластеров невелика [4], поэтому для описания диффузии в 
таких системах в работе [5,6] была предло:ilCена модель rpебешковой структуры с боко
выми отростками (ребрами) случайной длины (рис. 1). При этом, учитывая свойСТВа 
перколяционных кластеров, рассматриваются и такие распределения, для которых все 

моменты распределения длин ребер расходятся. 
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для гребешковой структуры с ребрilмиодинаковой длины диффузия вдоль хребта 
описывается классической закономерностью (х2) сх: t, если длина отростков мала, и 
является аномальной, (х2 ) сх: t l / 2 , npи Юt беСконечной длине [7,8]. Естественно ожи
дать, что для гребешковой структурыс ребрамИелучайной длины зависимость (x2(t)j 
также будет степенной с показателем а Е 0/2, 1). В работах [9, 10] фактически в при
ближении классической теории среднеro 'пci!l.и'бblJlИ исследованы свойства аномально
го транспорта. В частности, было наЙдено, что Q = 1/2 для степенного распределения 
f(l) сх: 1-"1 длин ребер 1 при 1 < I < 2., ЕCJfiI ~'МOMeHТЫ распределения f(l) сходятся, 
то диффузия по гребешковой структуре ,описывается классическими закономерностя
ми [11]. В аналогичном приближении в работах [12,13] ,были исследованы свойства 
такой диффузии под действием топологического поля дрейфа. 

В рамках решеточного описания [14, 15] методом выделения лидирующих членов по 
t была наЙдена величина Q для экспоненциального и степенного распределений длин 

боковых отростков в отсутствие и при наличии поля дрейфа вдоль хребта. В частности, 

при наличии поля дрейфа Q = I для, такого степенного распределения длин ребер. В 
работе [16] эта задача изучена в присутствиипQПЯ дрейфа вдоль ребер. для решеточной 
модели также была наЙдена функция Грина в отсутствие поля дрейфа с использованием, 

правда, без какого-либо обоснования модиф~и метода среднего поля [17]. 
В настоящей работе мы развиваем конmНуальное описание диффузионного транс

порта по гребешковой структуре. Используя определенную классификацию траекторий 

случайного блуждания, мы сводим начальную задачу к классическому описанию блуж

даний по хребту, где, однако, время этого блуждания является случайной величиной. Ее 

распределение задается блужданием ДИффуНДирующих часТиц по ребрам. В итоге полу

чается модель однородной среды с аномальными свойствами. В частности, диффузия в 

этой среде описывается уравнением с цробной произsoдной по 'времени с соответству-

ющим начальным условием в виде интеграла дрОбного порядка. ' 

Е -
у 

Е" ...................... -................... ...... . ................................... . 

Х.= il1 
I 

Рис. 1. Модель гребещковой структуры: Е - поле дрейфа; точки - линия «наблю

дения. у = t':; Х, - координаты ребер; 1, - длины ребер 
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2. МОДЕЛЬ 

Пусть ось Х представляет хребет рассматриваемой гребешковой структуры (рис. 1). 
Перпендюсулярно к ней (параллельно оси У) присоединены ребра {i} (i ~ Z), кото
рые отстоят друг от друга на расстояние д и длины которых {li} являются случайно 
независиМыми величинами. Их распределение f(l) описывается степенным законом: 

р-1 

f(l) = ('У - 1) 01"1 ' (2.1) 

где 'у Е (1, 2) - показатель степени, а 10 '" д - минимальная длина ребер. Функция (2.1) 
отвечает условию нормировки и расходимости всех моментов: 

00 ! f(l)dl = 1, 

10 

00 ! ln f(l)dl = 00, n = 1,2, ... , 

10 

что, как будет видцо из дальнейшего, обеспечивает возможность описания аномальной 

диффузии в терминах однородной среды. 

Закон диффузии броуновских частиц по такой структуре задается следующими 

уравнениями: для хребта вне точек сочленения с ребрами {Xi = i.1}, т.е. при Х =f Xi 

де = D д2с _ Е де (2.2) 
at дх2 J.L дх 

и для i-ro ребра 

aCi = D a2Ci 
at ду2 • 

(2.3) 

Здесь С(Х, t) - концентрация диффундирующих частиц на хребте, Ci(y, t) - их кон

центрация на ребре i, D - коэффициент диффузии, J.L - подвижность и, кроме того, 

предполагаем, что вдоль оси Х действует однородное поле Е. В точках сопряжения {Xi} 
конрентрация частиц и их потоки по хребту и ребрам, соответственно 

. де aCi 
J = -D- + J.LEc, Ji = -D--, - аХ ау 

отвечают условиям непрерывности 

C(Xi, t) = Ci(O, t), (2.4) 

На концах ребер выполняется условие отражения частиц: 

aCi I = О 
ау y=l; • 

(2.5) 

Уравнения (2.2)-(2.5) являются полным микроскопическим описанием диффузии 
по гребешковой структуре .. 

для возможносtи перехода к континуальному пределу параметр д должен быть ма-

лой величиной, а именно, полагаем 

д2 «Dt и J.LEA« D . (2.6) 

Первое неравенство означает, что характерная диффузионная длина при рассматрива

емых временах t существенно превышает расстояние между ребрами д, а второе - ма

лость влияния поля дрейфа Е на масштабах д. 
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3. ФУНКЦИЯ ГРИНА. КЛАССИФИКАЦИЯ ТРАЕКТОРИЙ ДИФФУНДИРУЮЩИХ ЧАСТИЦ 

Ниже для простoты проанализируем диффузию частиц по хребту, если в начальный 

момент времени t = О все они были локализованы на хребте с плотностью ео(х). В этом 

случае решение задачи (2.2)-(2.5) сводится к нахождению функции Грина G(x, x'lt), 
задающей значение концентрации c(x,t) в момент времени t согласно формуле 

00 

с(х, t) = J G(x, x'lt)eo(x')dx' . (3.1) 

-00 

Функция Грина 

G(x, x'lt) = G(x, у, tlx', О) I yo=Q 

ЯWIЯется решением данной задачи при Б-образном начальном условии и может быть ис

толкована как плотность вероятности обнаружения диффундирующей частицы в точке 

х в момент времени t при условии, что в начальный момент t= О она находилась в 
точке х'. В эту вероятность вносЯ't вклад все· возможные траектории частицы, кото
рые начинаются в точке х' и через время t достигают точку х. При этом они являются 
независимыми вследствие линейности системы уравнений (2.2)-(2.5). Это позволяет 
пред<;тавить функцию Грина в виде интеграла по траекториям: 

:r(t)-:r 

G(x, x'lt) = Y7-D.t» {x(t'), y(t')} 9 tr , 

",(0)-",' 
y(O)-о 

(3.2) 

где 9 tr - статистический вес траектории {x(t'),y(t')}:::~" а !iJ{x(t'),y(t')} - их ви
неровская мера. 

Построим следующую классификацию траекторий (рис. 2). Введем линию «наблю
дения» - горизонтальную прямую у =Е, где f - некоторая величина, отвечающая 

иеравенствам 

(3.3) 

(смысл последнего ограничения на f будет виден из дальнейшего). Первый фрагмент 

траектории, pin {х' , i 1, 7"1}, начИнается в точке х' и отвечает блужданиям частицы внутри 
области ГЕ = {(х, у) : у Е [О, Е)}, т. е. без пересечения линии наблюдения. Он заверша
ется точкой (Xi, , Е) В момент времени 7"1, когда частица первый раз пересекает линию 
наблюдения. Следующий фрагмент траектории, pout{i1, tl}" соответствуют блуждани
ям частицы по ребру i 1 без соприкосновения с осью х. Он завершается через время 

t 1 ,когда частица первый раз достигает точки Xi,. Последующая структура траектории 

формируется из N - 1 последовательных .. повторений этой Ш1РЫ фрагментов блуждания 
- по гребешковой структуре внутри области Г( и по ребрам без касания хребта: 

P out{. t}. . Z2, 2 ,.,., 
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Х а 

Х = xi, 

Х.= Х 

'. 

A~~~~--~--~--~~--~~~~~-

o~т-т-~------~~~~------~~~----

plast 

у 

б 

F(il ;11) 

\ 
i./~"··"·········" 
· . 

" ............. . 
/ \ · . . . · . . . 

Рис. 2. Характерные фрагменты траектории БЛуждающей частицы, которая в начальный 

момент времени t' == о находиласъ в точке х' и в момент времеии t достигла точки х: 
а - схематичное изображение этой траектории в пространстве {х, у}; б - ее диаграмма. 
для простoты изображена траектория, содержащая пять характерных фрагментов блуждаю-

щей частицы по хребту и по ребрам гребещковой структуры 

(pin{ik_l,ik,Tk} _ pin{Xik_.,ik,Tk}) за исключением последнего фрагмента 
р1аSЧiN,Х,ТN+l}, Последний фрагмент начинается в точкеХiN и представляет собой 
блуждание длительностью TN+I внутри области ГЕ, которое завершается в точке Х на 

. оси Х. 
Данная классификация позволяет сначала выполнить в интеграле (3.2) интегриро-

. вание, полагая параметры 

N { . }k=N' 
, ~k,Tk,tk k=1 , 'FN+I 

заданньiми, а затем проинтегрировать полученный результат по этим параметрам (по 

ik и N просуммировать). Таким образом получим 

00 t 00 

а(х, x'lt) = g(x, x'lt) + L: J dTiN+' . L: g(x, XiN ITiN+') ФN(ХiN' x'lt - TiN+,) , (3.4) 
N=I () 'N=-OO . 

где 
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00 

ФN(ХiN,х'lt) = I: 
il=-oo 

N 

х 6 [t - I:(Tj+ tj)] W(Xik' Xik_,ITk) F(ik, tk). (3.5) 
j-l . 

Здесь g(x, x'lt) - вероятность достижения точки Х из точки х' через время t без каса
ния линии наблюдения, причем эта же функЦия g(x, хон IТN+д описывает последний 
фрагмент траекторий при N ~ 1. С()множитель W(Xi",Xi/o_,ITk) есть вероятность пер
вого достижения линии наблюдения в точке (Хо" , €) через время Tk, если в начальный 
момент частица находилась в точке 3:'''_1' причем в функции W(Хi"Хiolтд символ Xio 
формально обозначает начальную точку тра.ектории: Xio = х'. Сомножитель F(ik, tk) 
есть вероятность первого достижения оси Х через время tk при блуждании по ребру ik 
для частицы, находящеися в начальный момент в точке у = f. Сопоставление дан

ных сомножителей и фрагментов траектории проиллюстрированы на рис. 20, Рисунок 
3 представляет уравнения (3.4), (3.5)8 'ВИде диаrpамм. 

Так как рассматриваемая задача является трансляционно-инвариантной относи

тельно времени, удобно перейти к преобразованию Лапласа: 

со 

( .• • )(В) = / dt' e-&t' ( .. . )(t'), 

о 

где полагаем аргумент s '" 1ft. Это позволяет переписатъ формулы (3.4) и (3.5) в виде 

со 00 

G(x, x'ls) = g(x, x'ls) + I: I: g(x, хон Is) ФN(ХiN' x'ls), 
N-liN--СО 

со 00 N 

ФN(ХiN,х'ls) = I: I: ПW(Хi~,Хik_lls)F(ik,S), 

х' 

х' 

х х' х х' Х· 

" 
Х х' Х. 

" 
.............. 

. '. . . 
. ..... . ..... 

w "~: W ) : .) .: W ).;' 
о: ~ . '4 ... г- JI J 

Х; Х . Х;, Xj,· XjN _
1 

Х 

. у .. 

+ ... 
Х. 

" 
Х 

Рис. З. Диаграмма уравнений (3.4), (3.5) для функции Грина а(х, х') и диаграм
мное представление функции Ф(Хi, х) (со~ошения (3.5), (3.7». Скобкой обозначена 

CBe~a {W * Р} из N сомно~ей 
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для замыкания данного описания необходимы соотношения, задающие основные со
мн:ожители в выражениях (3.6) и (3.7), чему и будет посвящена остальная часть этого 
раздела. 

3.1. функция Грина элеме~рного фрarмента POfjt 

В Прможении А получено общее выражение для образа Лапласа F(i, s) вероятно
сти пер~ого достижения оси х через время t при блуждании по ребру i для частицы, 
находящейся в начальный момент в точке у = €. В рамках npинятых допущений отно

сительновеличины € (см. неравенство (3.3» с точностью до первого порядка малости 
по параметру € J s / D это выражение сводится к . 

F(i, s) = 1 - €Л th (li/i) , 
которое является искомым в данной части работы. 

3.2. функции Грина элементарного фрarмента· pin 

(3.8) 

Расс~отрим вначале образ Лапласа g(x, x'ls) вероятности достижения точки х из 
точки х'за время t при блуждании частицы вн:утри области Г •. Такое блуждание со
провождается не только перемещением частицы вдоль хребта, но также и посещением 

точек близлежащих ребер. Этот процесс описывается соотношениями (2.2) - (2.5) и 
нулевым граничным условием. Ci (€, s) = О в точке у = € для ребер, длины которых li > €. В рамках данного описания для функции g(x, x'ls) в Приложении В (см. (В.10» 
получено следующее уравнение: 

B2g Bg , 
sg = D дх2 - рЕ дх - rJ(x)g + б(х - х ) , (3.9) 

где величина 

(3.10) 

описывает темп ухода блуждающих частиц с хребта, а коэффициенты bi являются слу

чаЙН!>IМИ числами и задаются соотношениями (В.8), которые в пределе (3.3) могут быть 
переписаны как 

{ 
l· ~ если [. < € 
'У 15' <_ 

bi = 
1 D € S - [jj + - гs если [. > € 
€ У -; зУ 15' <. 

(3.11) 

и Нilконец, для замыкания задачи необходимо выражение для вероятности 

W(Xi, x'lt) первого достижения линии наблюдения у = € на ребре i через время t при 
старте частицы на хребте в точке х'. Как показано в Приложении В (см. (В.12», образ 
Лапласа этой функции в пределе (3.3) задается формулой 

, I ) - D ( €2 S ) ( , I lI' 
W(Xi,X S - -;- 1- 6D. g Xi,X S)Ui' (3.12) 
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где 8f = 1 при li > € И 8f = О при li ~ €. 

Соотношения (3.6)-(3.9), (3.12) явмются полным описанием рассматриваемой за
дачи диффузии по гребешковой структуре при заданном распределении длин ребер {li}, 
Последующий анализ будет связан с иссдедованием характерных свойств такой диф

фузии при усреднении по ансамблю {li}' 
Как видно из полученных выражений, функция Грина g(x,x'ls) играет сушествен

ную роль в излагаемом подходе. По:лому перед тем как перейти к дальнейшему по

строению, рассмотрим ее характерные сщ>Йства. 

Выделим в функции у(х, x'ls) ее регулярную (т. е. усредненную по ансамблю {li}) 
часть у(х, x'ls) и случайную составляющую 8у(х, x'ls): 

у(х, x'ls) = у(х, x'ls) + 8у(х, x'ls) . (3.13) 

В нулевом приближении по 6/€ функция у(х, x'ls) удоВлетворяет уравнению (3.9) при 
замене величины 'Г/(Х) на ее усредненное значение ij и игнорировании малоамплитудных 
вариаций у(х, х' Is) на длине 6" 06условле}{ных дискретным положением ребер. В этом 

приближении (см. Приложение В) для функция у(х, x'ls) имеем 

где 

- 'D' д2у Е ду 2D - 1:( ') эО,у= - -11- -, - -у+u х-х 
дх2 дxP~ , 

_ О. = 1+ (2, - 1)10 (.:.) 2-"1 

3(2 - ,)А lo 

- безразмерная емкость слоя Г., а 

( ) "У/2 

P,=~ ~ 

(3.14) 

, (3.15) 

(3.16) 

- среднеквадратичная длина элементарного фрагмента pin. Из (3.14) также следует, 
ч'{'о среднее время т. длительности фрагмента pin И соответствующее ему среднее время 
т: пребывания частицы на хребте есть 

(3.17) 

В этом же приближении случайная составляющая 8у(х, x'ls) задается выражением 
(Приложение В, формула (В.29» 

00 

8у(х, x'ls) = -...fiJ5 2: 6big(x - xils)g(Xi - x'ls), (3.18) 
i=;=-oo 

где 8bi ;." bi - (Ь) - случайная компонента коэффициента bi ., Тогда в качестве меры 
влияния случайных неоднородностей геометрии гребешковой структуры на блуждания 

частиц внутри слоя Г. можно использовать отношение Фурье компонент 8gk и gk функ
ций 8у и у. Согласно формуле (В.33), 
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(3.19) 

тем самым при')' < 2 и Е» 10 '" .1 величина 8g(x, x'ls) мала по сравнению с регу
лярной частью у(х, x'ls), и в первом приближении функцию Грина g(x, x'ls) можно 
отождествлять с ее регулярной частью. Orметим, что данное утверждение фактически 

следует из условия, 'Р'<> на характерной длине элементарного фрагмента pin содержится 
большое количество ребер с длинами li > Е. А именно, их число 

(3.20) 

где 

/

00 (10)1'-1 
р. = dlf(l) = -; (3.21) 

- вероятность обнаружения ребра с длиной li > Е. 
В силу (3.3) и (3.17) характерная траектория случайных блУжданий диффундирую

щих qастиц включает в себя большое количество, N » 1, элементарных фрагментов pin 

И Pouf. Тем самым функция Грина Ф N (xi, х'l s) после соответствующей регуляризации 
будет мало изменяется при вариациях аргументов xi, х' не только на масштабах порядка 
.1, но и порядка ( •. Это позволит рассматривать такую функцию Грина ФN(Хi, x'ls) как 
непрерывную функцию своих аргументов, что и дает возможность описания диффузии 

по гребешковой структуре в рамках эффективной однородной среды с аномальными 

свойствами. Построению этой процедуры регуляризации и выводу соответствующего 

дифференциального уравнения для регуляризованной функции Грина и посвящен сле

дующий параграф. 

4. УРАВНЕНИЕ ФОККЕРА-ПЛЛНКА для ФУНКЦИИ ГРИНА ФN(х,ж'ls) 

Представим соотношение (3.7) в виде уравнения типа Смолуховского-Колмогоро
ва, которое связывает функции ФN+1(х,х'ls) и ФN(х,х'ls): 

00 

ФN+l(Хi, x'ls) = F (i, s) L W(Xi, ХjIS)ФN(Хj, x'ls), 
i~-oo 

.-. -. 
: F " 

= : • w j,: 

•. Рис. 4. Диаграмма уравнения (4.1) 
дЛЯ Ф~ Грина ФN(Хi, х'). Боль
шие точки на диаграмме обознача

ют суммирование и интегрирование по 

соответствующим аргументам 
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что соответствует диаграмме, изображенной на рис. 4. Рассмотрим далее большие зна
чения аргумента N » 1. в этом случае естественно ожидать, что функции ФN+l(Хi, x/ls) 
и ФN(Хi, x/ls) будут слабо отличаться друг от друга, при этом можно считать аргумент 
N непрерывным и полагать 

Однако пространственные неоднородности ФN(Хi, x/ls) остаются существенными при 
изменении координатыI Xi на масштаБW(;'А, так как при l; <: f функция ФN(Хi, x/ls) == О в 
силу (3.12). Тем не менее Э"I:И неоднородности не играют заметной роли, так как искомая 
функция Грина G(x, x/ls) связана с функцией ФN(Хi, x/ls) интегральным соотношени- . 
ем (3.6) и ядро этой связи g(x,xlls) имеет область локализации шириной порядка i •. 
Сама функция g(x, x/l э) слабо изменяется при вариации аргумента хl на масштабах А, и 
область ее локализации содержит большot количество ребер с длинами 1i > f (см. (3.20». 
ПОЭ10МУ имеет смысл сгладить функцию ФN($i,х/ls) по аргументу Х; на масштабах 

меньших i. и рассматривать ее как непрерывную функцию аргументов х = Xi, хl И 

tb == NT:: 

ФN(Хi, x/ls) -+ Ф(х, x/ltb, э). 

\ 
Использование аргумента tb оправдано тем, что его величина есть среднее время пре-
бывания· блуждающей частицы на хребте гребешковой структуры. 

В Приложении С построена такая процедура сглаживания на основе фурJ,>e

преобразования для волновых чисел k « 1 / i •. Там же показано, что, следуя фактически 
методу Понтрягина [18], уравнение Смолуховского-Колмогорова (4.1) для ФN(Хi,х/ls) 
можно свести к следующему уравнению Фоккера-Планка для Ф(х, x/ltb, э): 

8Ф82 8 
т: -8 = 8 2 .[D.(х)Ф] - -8 [19(х)Ф] - v(x, s)Ф. 

tb х х 
(4.2) 

Кинетические коэффициенты в этом уравнении задаются соотношениями 

j=-oo 
00 00 

= D J d5: g(5:, xlO) + рЕ J d5: (5: - x)g(5:, xIO); (4.3) 

-00 -00 

00 00 

19(х) = . L (Xj - X)W(Xj, xlO) = IlЕ I d5: g(5:, xlO) , 
}--оо 

(4.4) 

-00 

v(x,s) = f~.t th (li~) W(xj,xIO). 
'-~(X) 

(4.5) 

При N = 1 в первом приближении можно полагать 
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при этом ширина области локализации функции ФI(Хi,х'ls) оказывается порядка еЕ и 
в силу (В.17) выполняется равенство 

00 

L ФI(Хi,х'IS):::::J 1. 
i=-oo 

Это позволяет дополнить уравнение (4.2) формальным начальным условием 

Ф(х, x'ltb, s)ltb=O = dб(х - х'), (4.6) 

так как при переходе к континуальному пределу мы используем замену 

00 1 /00 .L -~ dXi. 
1,==-00 -00 

Последующий анализ будет основан на решении уравнения (4.2) с использованием 
средних значений его кинетических коэффициентов в силу малости их случайно-неод

нородных возмушениЙ. Однако гребешковая структура представляет собой низкораз

мерную систему, поэтому в общем случае приближение среднего поля для уравнений 

типа Фоккера-Планка может нарушаться сколь угодно малыми возмушениями (см., на

пример, [19]). Поэтому использование приближенW{ среднего поля для описания дан
ной системы тр~бует специального обоснования, чему и посвящен следующий раздел. 

4.1. ПриБЛижение cpeднero поля 

Покажем, что в рамках неравенства (3.3) влияние случайных неоднородностей ки
нетических коэффициентов (4.3)-(4.5) незначительно. Применим смешанные преобра
зования Лапласа и Фурье, 

00 

( .. . )(0') = / dtb e- cтtb (. . . )(tb) , 

о 

00 

( .. . )(k) = / dx e-ik"'(. • . )(х), 
-00 

для уравнения (4.2). Тогда из (4.2) получаем следующее уравнение для такого образа 
Ф*(k,х'IО',s) функции Грина Ф(х,х'ltь,s): 

00 

. L*Ф* = -~ / dрБL* Ф* +de- ik",' 
k k 21Г k,k-p Р , (4.7) 

-00 

где 

а D .. {), v - средние значения соответствующих кинетических· коэффициентов и 

БDЕ(р), б{)(р), бv(р) - фурье-образы их флуктуационных компонент. 

Из (4.7) видно, что в нулевом приближении по флуктуационному оператору БLi.,р 
регулярная часть Фi. образа функции Грина Ф*(k, x'IO', s) задается выражением 

1294 



ЖЭТФ, 1998, 114, 8Ыn. 4(10) Континуальное OnиC(lНиe аномальной диффузии . .. 

_ f1e- ik:z:' 

Фk = L* 
k 

И В ~epBOM приближении ее флуктуационная компонента БФk есть 

(4.8) 

(4.9) 

При tb ~ т: (N ~ 1) ширина lф 06лаCТQ локализации ФункцииФ(х,х'ltь, s) зна
чительно превышает масштаб l. - ширину области локализации функции g(Xi, xls), 
lф ~ ( •. Следовательно, для Фk существенными значениями волновых чисел является 
область Ikl ;s 1/1ф «: 1/1 •. Как видно из (4.3)-(4.5) характерная длина корреляции ки
нетических коэффициентов D.(x), -д(х), v(x) порядка l •. Поэтому в выражении (4.9) 
случайные неоднородности кинетических коэффициентов БD.(х), б-д(х), бv(х) можно 
считать б-коррелированными. Тогда из (4.9) получаем следующую оценку меры влия
ния случайных неоднородностей геометрии гребешковой структуры на функцию Грина 

Ф(х, x'ltb, s): 

( l БФ* 12) А /00 1 ,фkk = 27Г dp L;L~p , 
-?О 

(4.10) 

где 

00 
А = / dx' <БLk(х)БL~k(Х'»), (4.11) 

-00 
(4.12) 

в ПрИложенfи D найдено значение ~~грала (4.10) (см. формулу (D.17», которое дает 
оценку 

--- < lo - «: 1 (l БФkI2) (Л)(2-"f)/2 
Фk "" D ' 

(4.13) 

если длина волны 1/ k возмущения БФk не слишком сильно превышает характерную 
толщину области локализации функции Ф(х, x'ltb, s). 

В силу неравенства (4.13) в первом приближении образ Фk функции Грина 
Ф(х,х'ltь,s) задается выражением (4.8), Т.е. при решении уравнения (4.2) мы можем 
использовать приближение среднего поля. Иными словами, опраВданным является за
мена в этом уравнении кинетических коэффициентов D.(x), -д(х) и v(x, s) на их сред
ние значения: D., -д, v. Это позволяет, во-первых, не различать далее саму функцию 
Грина Ф(х, x'lt';, s) и ее регулярную часть. Во-вторых, используя полученные в При
ложении D выражения (D.2), (D.7) для для значений D., -д, v и соотношение (3.17), 
можем представить уравнение (4.2) в виде . 

8Ф 82ф 8ф 
- = D- - р,Е- - v(s)Ф 
8tb 8~2 8х ' 
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где 

v(s) = I~ ~o (lоЛ) ~ , (4.15) 

I~ - константа порядка единицы, задаваемая формулой (D.6) и l/v(s) играет роль ха
рактерного времени ЖИЗI!И диффундирующей частицы на хребте гребешковой структу

ры при ее блужданиях в течение времени t '" 1/ в. 
Уравнение (4.14} с начальным условием (4.6) составляют основной результат этого 

раздела. Поэтому перед переходом к завершающей части работы приведем качественное 

объяснение справедливости приближения среднего поля для рассматриваемой системы. 
. \ 

Полагаем, для простоты, поле дрейфа малым. Как следует из результатов Приложе-

ния D, случайные неоднородности именно кинетического коэффициента v(x, а) опре
деляют пространственные флуктуации функции Грина Ф(х, x'ltb, а) и связаны главным 
образом с блужданиями частицы по ребрам, длины которых порядка 18 = v' D / в. эти 
флуктуации малы, если блуждающая частицы за время t '" 1/ s встретит большое ко
личество N. таких ребер. В силу (2.1) доля ребер с длинами порядка 1. есть 

и, как следует из уравнения (4.14), характерная толщина lф области локализации функ
ции Ф(х, x'ltb, 8) оценивается выражением 

Orсюда для величины N8 имеем 

N. '" Р• ~ '" ('ОЛ) -(2-~)/2 » 1, 

что, фактически, совпадает с условием (4.13). 

5. КОНТИНУАЛЬНОЕ ОПИСАНИЕ ДИФФУЗИИ ПО ХРЕБТУ 
ГРЕБЕШКОВОЙ. CfPYКТYPbl 

Возвращаясь к исходной задачи о вычислении функции Грина G(x,x'ls) случай
ных блужданий по гребешковой структуре, мы видим, что полученные выше результаты 

позволяют преобразовать уравнение (3.6) следующим образом. Во-первых, перейдем от 
суммирования по N и i к интегрированию пО- tb = N Ть И х -+ XiN: 

f: -+! /00 dX. 
. 1:1 
"н--оо -00 

Так как функция g(x, XiN 18) И сглаженная функция Ф(ХiN' x'ltb, 8) фактически не изме
няются на масштабах 1:1, основной вклад в величину G(X,X'18) обусловлен значениями 
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N '" rb!lJ(s) '" (Evs/D)--r ~ 1, и в.силу (4.6) первый член в правой части уравне
ния (3.6) может быть представлен как 

00 

g(x, x'ls) = l J dX g(х,х/s)Ф(х, x'IO, s) . 

о 

Затем положим s = О в функции g(x, XiN Is) и прОинтеrpируем по Х, игнорируя вариа
ЦИИ функции Ф(х, x'ltb, s) ::::: Ф(х, x'ltb, 8) в окРестности точки х толщиной еЕ малой по 
сравнению с толщиной f.ф области локализации самой функции Ф(х, x'ltb, s). Витоте, 
учитывая также соотношения (3.17) и (D.l) и тот факт, что в принятых допущениях 
функции G(x, x'ls) и Ф(х, x'ltb, s) зависят только от разности аргументов х - х', можем 
записать 

00 

G(x - x'ls) = l J dtьФ(х - ;r'ltb, в). 
о 

(5.1) 

Соотношение (5.1) совместно с уравнением (4.2) и rpаничным условием (4.6) по
казывает, что функЦия Грина G(x - x'ls) удовлетворяет уравнению 

82G 8G , 
lJ(s)G = Da;J - р,Е 8х + б(х - х ), (5.2) 

что и являются общим решением поставленной задачи. 

Последнее уравнение задает континуальное описание аномальной диффузии вдоль 
хребта rpeбешковой структуры. Далее подробнее проанализируем конкретные свойства 

такой диффузии. 

5.1. Ковтивуam.ное уравнение авомlUIJdIОЙ диффузвн 

Построенная (:истема соотношений совместно с выражением (3.1) позволяет запи
сать следующее уравнение для образа Лапласа CL(X, s) концентрации диффундирующих 
частиц С(Х, t): 

(5.3) 

где, как и в разд. 3, ео(х) - концентрация частиц в начальный момент времени t:;::: О. 
Используя понятия дробных интеrpалов и производных [20], этому уравнению в си
лу (4.15) можно сопоставить уравнение аномальной диффузии: 

(5.4) 

где оператор дроб~ой производноjf степени а = 'у /2 (при О < а < 1) определяется 
выражением [20] 

. t 

8Q c(t) _ 1 . д J dt' c(t') 
~ - Г(1 - а) дt (t - t')Q 

(5.5) 

О 
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и Г( ... ) - гамма-функция. Уравнение (5.4) ДОЛЖНО быть дополнено некоторым «на
чальным» условием, которое описывает поведение концентрации с(х, t) при малых зна
чениях t. Однако формальный предельный переход t -+ +0 в уравнении (5.4) невоз
можен, так как оно было получено в предположении t » д2 / D. Тем не менее суще
ствует возможность определить некоторое предельное поведение концентрации с(х, t), 
оставаясь в рамках используемого описания!). А именно, в рассматриваемой модели 
естественно считать, что начальное распределение ео(х) мало изменяется на масштабах 

длины д" Поэтому по истечению времени t ~ д2 / D концентрация с(х, t) будет из~е
няться, главным образом, вследствие диффузии частиц вдоль ребер, а не вдоль хребта. 

Кроме того, ее пространственные вариации на масштабах д также будут незначитель

ны, несмотря на CТPYI<ТYPнyIO неоднородность системы ребер, что фактически следует 

из оценок, завершающих п. 4.1. Такое поведение c(x,t) при t ~ д2/D описывается 
уравнением (5.3), если отбросить первые два члена в его правой части, т. е. V(S)cL ~ ео. 

Последнее может бьггь также записано в терминах интеграла дробного порядка 31-"': 
1 (D) (2--у)/2 А 

I-y~ lб 31-"'{c(x,t)}~eo(x), (5.6) 

где величина t ~ д2 / D, а оператор 31-'" (при О < 1 - () < 1) определяется выражени
ем [20]: 

t 

';1-",{ } _ 1 J' с(х, t') 
'" с(х, t) - (1 ) dt ( ')' Г -() t-t '" 

О 

Соотношение (5.6) описывает закон сохранения частиц. Иными словами, оно 

утверждает, что по истечении времени t ~ д2 / D общее число частиц (на единицу длины 
хребта), находящихся на хребте и близлежащих ребрах, равняется начальной их кон

центрации на хребте. Естественно, данное условие фактически не зависит от t при 
значениях t ~ д2 / D и в рамках континуального описания может бьггь использовано в 
качестве формального начального условия для решения уравнения (5.4): 

1 (D) (2--у)/2 А 
I-y~ -12 31 -"'{с(х, t)}1 = ео(х). 

д О t-++O 
(5.7) 

Следует обратить внимание, что при таком подходе значение концентрации с(х, t) 
не стремится к ео(х) при t -+ +0, а в силу (5.7) задается формулой 

д' (12) (2--у)/2 
с(х, t) '" I-уГ('У/2)lо ~t ео(х) , (5.8) 

имеющей синryлярностъ при t -+ +0. Последнее, однако, не более чем формальность, 
так как при вычислении конкретных значений с(х, t) мы должны полагать, по крайней 
мере, t ~ Д2/D. В этом случае выражение (5.8) дает осмысленный результат. Иными 

1) Отметим, что в работах [21,22) развивается другой подход к заданию начальных условий. Он 
основан на построении кроссовера меЖдУ малой окрестностью t = О и областью применимости 
ДИфференциального уравнения с дробной производной по времени. 
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словами, при континуальном описании процесса диффузии по гребешковой структуре 

масштабы длины /),. и времени /),.2/D должны рассматриваться как бесконечно малые ве
личины, и в этом случае предел t --+ +0 не подразумевает нарушения условия t ;.::: 1.!.2 / D. 

Уравнение (5.4) с начальным условием (5.7) и составляет континуальное описание 
аномальной диффузии в терминах уравнений с частными дробными производными. 

Отметим, что применение непосредственно модели ловушек для объяснения аномаль

ного транспорта приводит также к-уравнению с дробными производными [21,22], ,вид 
которого, однако, отличается от полученного. 

5.2. ДИсперсионные соотношения 

для анализа свойств распространенИя блуждающих частиц по гребешковой струк

туре вычислим зависимость среднего (x(t») и среднеквадратичного (х2Щ) смещений 
блуждающих частиц вдоль хребта от времени t. По определению 

00 

J dxxG(x,t) 

(x(t») = ....;-:,,,.,,---

J dx а(х, t) 
-00 

00 

J dx х2а(х, t) 
(х2Щ) = ---,,:00~00--

J dxG(x, t) 
-00 

(5.9) 

Уравнение (5.2) непосредственно позволяет найти образы преобразования Лапласа дан
ных сомножителей. А именно, интегрируя его с весовыми функЦИями 1, х, х2 , затем 
восстанавливая из полученных зависимостей прообразы Лапласа и подставляя в (5.9), 
имеем 

(5.10) 

(5.11) 

где константы 

2г2(,) 
х = Г(, /2)Г(3, /2) - 1 ~ 0.27(2 - ,) , 

причем последняя оценка при 1 < , < 2 оправдана с точностью 0.004. 
_ Из формул (5.10) и (5.11), в частности, следует, что при фиксированной длитель

ности процесса t в выражении для (х2Щ) доминирует первый или второй член в зави
симости от УЩIOвия соответственно Е « Ec(t) или Е » Ec(t), где 

(5.12) 

в области слабых полей, Е «Ee(t), имеет место зависимость (x2(t» <х р/2 с 
показателем степени 1/2 < ,/2 < 1, Т.е. в данном пределе процесс распространения 
частиц по гребешковой структуре является субдиффузионным (в терминах, принятых 

в [1-3]). Кроме того, в этом случае выполняется равенство 

(x(t») _ р,Е 
(x2(t») -'2D ' 
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которое может рассматриваться как обобщенное соотношение Эйнштейна для вза,имо
связи реryлярноro и хаотическоro движений. 

В области сильных полей, Е:» Ec(t), реализуется соотношение 

(5.14) 

которое демонстрирует, что при аномальной диффузии поле дрейфа вызывает не толь

ко реryлярное смещение диффундирующих частиц, но и приводит к их некоторому 

эффективному случайному движению. В этой области полей последний эффект со
измерим с первым и может условно рассматриваться как диффузия, ИНдУЦированная 

полем. Такой диффузионный перен~ характеризуется расплыванием ансамбля частиц 

(х2Щ) - (x(t»)2 ос t'" с показателем степени 1 < 'у < 2 и по Э1;'ому признаку может 
быть отнесен к классу супердиффузии [1-3]. Следует обратить внимание, что обычно 
супердиффузия связывается с моделью «полетов Леви. и описывается диффузионным 

уравнением с дробными производными по пространству, а не по времени вследствие 

расходимости ~OMeHТOB для распределения дЛИН ПРЫЖКQВ частиц за один акт их пере

мещения в соседние узлы [21]2). Orметимтак:ж:е, что диффузия, ИНдУЦированная полем, 
возникает и при зернограничной диффузии в поликристаллах и в Кристаллах с дисло

кациями [23-25]. 
Как и следовало о:ж:идатъ, в рассмотренном случае 1 < 'у < 2 асимптотика (5.10) 

и лидирующий член в асимптотике (5.11) находятся в соответствии с результатами ре
шеточных моделей [14,15] и формальных теорий среднего поля [9,10], Что касается 
случая 'у > 2 (когда, например, расходятся все моменты, кроме первоro), то мы встре
тили нарушение приближения среднеro поля для функций Грина у(х, х' 18) И Ф N (х, х' 18). 
Иными словами, при 'у > 2 распределение дифФундирующих частиц по хребту может 
стать существенно неоднородным вcJIедствие случайной геометрии гребешковой струк

туры. Поэтому этот случай должен рассматриваться индивидуально и применимость 

каких-либо вариантов теории среднеro поля требует отдельноro исследования. 

В заключение, чтобы сделать физический смысл аномальной диффузии более на

глядным, приведем качественный вывод данных дисперсионных соотношений при по

мощи простых оценок, родственных, по сути, подходу работы [9]. Пусть l(t) - средняя 
глубина проникновения БJIY)(Щающих ВДОЛЬ ребер частиц за время t. Значение l(t) мож
но оценить как 

VDt - J Dt ( 10 )'У l(t) '" dllf(l) ~ z; ..ля 
1. 

Тогда среднее время tb, которое БJIY)(Щающая ча~тица проводит на хребте, есть 

д дlo (Dt)'Y/2 

tb '" I t '" D lб 

2) супердиффузионный перенос встречается также в задачах о диффузии пассивноro скаляра при 
слоистом движении жидкостей (см., щmрнмер, [22]). 
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За это время среднее (x(t») и среднеквадратичное (x2(t)) расстояния, преодолеваемые 
частицами.по ребру, есть 

#J.E:.д:r; (Dt)"I/ 2 . 
(x(t») '" #J.Et" '" 'D. l~ , 

(x2(t») '" Dt" + (#J.E)2t~ '" ЫО (~t) "1/2 + ЫО (JLE:ro) 2 (~t)"I , 
что совпадает по порядку величины со строгими результатами (5.10) и (5.11). 

Работа была выполнена при частичной поддержке Российского фонда фундамен

таЛЬflЫХ исследований (грант N2 96-02-17576). 

ПРИЛОЖЕНИЕ А 

функция Грина первого достижении хребта при случайных БJJY)IЩIUIIUIX по ребру 

Как следует из общих свойств случайных блужданий (см., например, [26]) образ 
Лапласа F(i, s Iy) вероятности первого достижения хребта при условии, что блуждающая 
частица в начальный момент находилась в точке у на ребре i, удовлетворяет уравнению 

и граничным условиям 

Orсюда имеем, что 

[рр 
sF=D

ду2 

дРI =0. 
'ду 1/-1. 

(А.l) 

(А.2) 

(А.3) 

Искомый сомножитель F(i, В) = F(i, slf). как видно из условия (3.3), при у = 10 

,параметр yJS/D может считаться малым. Тогда с точностью до первой степени у из 
(А.3) находим 

(А.4) 

что непосредственно приводит к формуле (3.8) при у = f. 
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ПРНЛОЖЕННЕ В 

функции Гринас.лучaiвыx БJIY)IЩIUIIIЙ внутри области ГС 

В.l. Общие соотношения 

Случайные блуждания диффундирующей частицы по гребешковой структуре при 

условии, что ее траектория локализована в области Г .. характеризуются двумя типами 
функций. Во-первых, это плотность вероятности g(x, tlx', О) обнаружения частицы на 
хребте в точке х через время t при ее старте из точки х'. Во-вторых, это совокупность 
плотностей вероятности {<Pi(Y, t)} ее обнаружения на ребрах {i} в момент времени t. 
Данные функции взаимосвязаны соотношениями (2.2)-(2.5), поэтому их образы Ла
пласа удовлетворяют следующим уравнениям. для функции g(X,X'18) вне точек {Xi} 
сочленения хребта и ребер, т. е. х =1 Xi (i = О, ±1, ±2, ... ) имеем 

82g 8g 
8g = D- - fJ.E- + о*(х - х'), 

8х2 8х 
(В.l) 

где о*(х - х') - обычная о-функция при х' =1 Xi, а при х' = Xi примем следующее 
правило реryляризации: 

о*(х - Xi) = lirn о(х - х') . 
Ж'-+Жi-О 

Образы Лапласа {<Pi(Y, 8)} вероятностей обнаружения блуждающей частицы на ребрах 
{i} отвечают уравнению: 

&<pi 
8<Pi = D 8у2 

при О < У < miП(f,lд и граничным условиям 

8<pi I = О li :5 f 

8у 1/-/ i ' 

<Pil1/-' = О, li > f 

(В.2) 

(В.З) 

(В.4) 

Отметим, что последнее нулевое условие на функции {<Pi(Y, 8)} отражает тот факт, что 
рассматр'Иваются те траектории частицы, которые не покидают область Г. при блужда

нии частицы по ребрам. В точках сочленения хребта и ребер {(Xi, У = О)} выполняются 
условия непрерывности: 

где 

8<р' 
J·=-D-' , 8у , . D 8g Е з=- 8х +fJ. g. 

Решение уравнения (В.2) при граничных условиях (В.З)-(В.5) имеет вид 
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(В.7) 

где коэффициент 

(В.8) 

Выражение (В.8) позволяет представить граничное условие (В.6) в виде 

(В.9) 

Соотношение (В.9) показывает, что уравнение (В.1) может бытъ продолжено по непре

рывности на всю ось х при условии, что в точках {Xi} будут введены б-образные стоки 
мощности VsJ5big. Иными словами, для функции Грина мы можем записать уравне
ние, определенное уже на всей оси х: 

82g 8g r;::: [ ~ 1:( )] * , 8g = D 8х2 - JLE 8х - v 8D _~ biU Х - Х> 9 + б (Х - Х ) , (В.10) 

причем в этом уравнении не имеет смысла различать функцию б*(х - х') и обыкно
венную б-функцию б(х - х'). Orcюда непосредственно следует уравнение (3.9). 

Блуждание частицы внутри области Г€ также характеризуется вероятносТъю первого 

достижения ее границы - линии наблюдения у = Е. для излагаемой здесь теории 
нам нужен образ Лапласа W (Xi, х' I э) плотности вероятности первого достижения линии 
наблюдения блуждающей частицы на ребре i в момент времени t при ее ~pтe на хребте 
из точки х'. Как следует из общих свойств случайных блужданий (см., например, [26]), 
функция W(Xi, x'ls) и плотность потока вероятности Ji связаны соотношением 

(В. 11) 

конечно, при условии 1i > Е. Подставляя (В.7) в (В.11), получаем искомое выражение: 

(В.12) 

где 8: = 1, если 1i > Е И 8: = о при li ~ Е. 
В рамках предела (3.3) можно считать ~ичину EJs/D малым параметром. То

.гда, сохраняя в (В.12) первые два члена.разложения по EJs/D, приходим к выраже
нию (3.12). 

В дальнейшем также окажутся полезными некоторые общие тождества, которые 

устанавливают взаимосвязь функций g(xi,x'ls) и W(xi,x'ls). для их вывода разделим 
в правой части уравнения (В.10) вклады боковых ребер с длинами 1, ~ Е И li > Е и, 
учитывая (В.12), в пределе Е« JD/S перепишем ~ уравнение в виде 
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- s [1 + it б(х - хд (~€O: + li(1 - оп)] g + б(х - х') . (В.13) 

Интегрируя последнее соотношение по х'от -00 до 00' с весовыми функциями 1, 
(х - х'), (х - х')2, cooтвetcтвeHHo получаем 

(В.14) 

, 00 

f (Xi - x')W(xi,x'ls) = JLE J dx-g(x,x'ls)-
i--oo . 

-00 

-, [-l dx(x-x')g(x, х' 1·)+ ,t (х, -х') 0'0:+1;( [-0:») g(x" х' 1')] , (В.15) 

00 00 00 

.2: (Xi - X'iW(Xi,X'ls) = 2D J dxg(x,x'ls) + 2JLE J dx(x - x')g(x,x'ls)-
'--00 -00 -00 

-, [-l dx(x-х')' g(x, х' 1')+ )~:~ (х, -х')' (~,o: h,O-О;» g(x;, х' 1')] . (В.16) 

Из (В.14), в частности, также следует полезное тождество 

00 

2: W(xi,x'IO) =1, (В.17) 

i--oo 

которое отражает тот факт, что частица, стартующая на хребте, когда-нибудь обязатель

но пересечет границу у = € области Г •. 
В следующей части этого Приложения мы рассмотрим конкретные статистические 

свойства случайных блужданий внутри области Г •. 

В.2. Статистические свойства функции Грива g(x,x'ls) 

Выделим регулярную и флуктуационную составляющие функции Грина g(x, x'ls): 

g(x, x'ls) = у(х, x'ls) + бg(х, x'ls). (В.18) 

В соответствии с последующими результатами флуктуационная компонента бg ЯВШIется 

малым возмущением. Это позволяет решить уравнение (3.9) (или (В.I0» по теории 
возмущений. В этом случае, усредняя (3.9) по ансамблю {li}, находим 

sg = D B2g - JLE Bg - Vil5b ~ gб(х - Х·) + б(х - х'), 
дх2 дх LJ J 

. j=-oo 

(В.19) 
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где Ь есть среднее значение величин {ЬЗ } и задается соотношением 

(В.20) 

в силу (2.1), (В.8) инеравенства (3.3). для преобразования дискретного описания вли
яния ребер на случайные блуждания внугриобласти Г€ J( континуальному перейдем в 

уравнении (B.19) к фурье-образам. Тогда для фурье-образа Yk функции у(х, x'ls), 

00 

Yk(x'ls) = f dx у(х, x'ls)e-ikx , (В.21) 

-00 

уравнение (В.19) примет вид-

(В.22) 

где 

(В.23) 

Кn = 21Гn/ ~ - числа Бриллюэна (n - целые числа) и штрих возле знака суммы обозна
чает, что пропущен член с n = О. в рассматриваемой задаче нас интересуют масштабы 
длин гораздо большие, чем~. Это позволяет ограничиться волновыми числами k ма
лыми по сравнению с 1/~. В этом случае из (В.22) следует, что поправка БУk к нулевому 
приближению для Yk по малому параметру k~ « 1 оценивается как 

I б~k I ;s /Si5b« 1 
gk ,LK,~ 

В пределе (3.3) .. Следовательно, можно игнорировать второй член в левой части урав
нения (В.22), откуда следует, что 

(В.24) 

Orсюда, в частности, имеем, что в данном приближении регулярная часть у(х - x'ls) 
функции Грина зависит только от разности аргументов х и х', а ее фурье-образ есть 

_ . e-ikx' 
gk = ~----==-- . 

8 + Dk2 + i/-LЕk + .fSi5b/ ~ 
(В.25) 

Возвращаясь к фурье-прообразам, получаем 

- D a2y Еду г-r:;D Ь - + ~( ') 8g = -2 -М -'- - V8u-g иХ - Х . 
дх . дх .. ~ 

(В.26) 

Подстановка (В.20) в (В.26) дает уравнение (3.14). В частности, окa.xs:ется полезным вид 
этого уравнения при 8 = О. в силу (В.8) и (В.20) имеем 
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- ~ у + pE-.!!.. - п--.!!... = б(х - х'). D (1 )"1 8- 82-
ЫО f 8х 8х2 

(В.27) 

в этом же приближении для флуктуационной составляющей бg(х, x'ls) уравне
ние (3.9) (или (В.I0» примет вид 

(В.28) 

где БЬi = bi -ь. Обращая уравнение (В.28) и учитывая (В.26), получаем выражение (3.18): 

00 

бg(х, x'ls) = -ViJ5 L БЬiу(х - xils)Y(Xi - x'ls), (В.29) 

i--oo 

или для фурье-образа бgk (определяемого тем же соотношение, что и (В.21»:, 

(В.30) 

в частности, из выражения (В.30) следует оценка для величины флуктуационной компо

ненты бg. А именно, рассматривая только малые значения волнового числа Ikl «: 1/Il, 
находим 

(В.31) 

где (БЬ)2 - дисперсия коэффициентов {БЬj }, т. е. 

(бь)2 = j dl /(1) [Ь(I) _ ь]2 ~ ь2 (~) "1-1 (В.32) 

1. 

в нулевом приближении по малому параметру fJs/D. Тогда, полагая в (В.31) L p = 
= LpIE-О (что завышает его правую часть) и учитывая (В.20) и (В.32), имеем 

(В.33) 

откуда и следует оценка (3.19). 

. ПРИЛОЖЕНИЕ С 

Процедура сглаживаНИJI фующии ФN(Хj,х'ls) и вывод уравнеlOOl Фоккера-ПЛанка (4.2) 

Используя периодические условия Борна-Кармана, зададим преобразование Фурье 

для функции ФN(Хj,х'ls) в виде . 
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1 !1I/2-1 

ФN(km) = vm l: ФN(Хj,х'ls)ехр(-ikmХj), 
m j=-!1I/2 

(С.l) 

где m -+ 00 - полное (четное) числ<> ребер, а волновое число k принимает значения 
km = 21Гт/ ~m при m = о, ± 1, ±2, .. , ± (m/2 .,.. 1), :....m/2. Тогда обратное преобразо-
вание есть 

1 !1I/2-1 

ФN(Хj,х'ls) = vm l:. ФN(km)ехр(ikmХj)' 
m=-!1I/2 

Определим процедуру сглаживания функции Грина 

(С.2) 

условиец, что в соотношении (С.2) учитываются только значения волнового числа km , 

которые не превышают l/lf , Т.е. Ikml.1 ;s 1: 

(С.3) 

Как ВИдНО из последующего анализа, непосредственный источник случайных неодно

родностей функции ФN(Хj, х' Is)'отвечает волновым числа km » 1/ ( .. а ширина области 
локализации функции Ф(Х, x'IN, В) оценивается как l.VN. Случайные возмущения мо
гут трактоваться как б-коррелированные источники. Отсюда также следует, что в (С.3) 

факmчески достаточно рассматривать область Ikml.1 «: 1. 
_ Уравнение для функции Ф(Х, x'IN, В) получим из (4.1), следуя фактическИ методу 
Понтрягина [18]. А именно, переходя к фурье-образам правой и левой частей уравне
ния (4.1), имеем 

откуда в силу (С.2) 

(С.4) 

где 

Так как область локализации функции W(Xj , Xj.js) совпадает с областью локализации 
функции Грина g(Xj, Xj.js) (см. (В.12», то в пределе Ikl.1 «: 1, разлагая экспоненци
альный сомножитель в ряд по k(xj - Xjl), выражение (с,5) можно переписать в виде 
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П(k, k - Рт) ~ 1 - v F (k - Рт) - ik1JF (k - Рт) - k2 D; (k - Рт), (С.б) 

где 

1 'm/2-1 

1JF(k-Рm) = vm .. L (xj-хj')ехр[-i(k-Рm)хj']F(j,s)W(хj,хj'ls), (С.8) 
J,J'=-'m/2 

1 'm/2-1 

D;(k - Рт) = 2vm L (Xj - хр)2 ехр [-i(k - Рт)ХР] F(j,s)W(Xj,xj'ls) (С.9) 
j,j'=-'m/2 \ 

являются фактически фурье-образами функций 

'm/2-1 

v(xj'ls) = 1- L F(j,s)W(Xj,xj'ls) , 
j=-'m/2 

'm/2-1 

1J(xj'ls)= L (Xj-Хj')F(j,s)W(Хj,XjIls), 
j=-'m/2 

'm/2-1 1 
D.(XjIls)= L 2(Xj-хj')2F(j,s)W(Хj,хj'ls). 

j=-'m/2 

(С.10) 

(С.Н) 

(<;;::.12) 

Как видно из последующего, значения КИНeпrIеских коэффициентов v F (k), 1JF (k), 
D;(k) малы при Ikl > 1/f.. Поэтому, во-первых, в формулах (С.10)-(С.12) аргу
мент Хр можно.считать непрерывны·м. Во-вторых, в выражении (СА) допустимо 110ла

гать, что IPml ;s 1/f .. так как значение функции ФN(Рm) является заметным либо при 
IPml ~ 1/f., либо при IPml > 1/f •. Это позволяет, полъзуясь теоремой о фурье-об
разе произведения функций, перейти от уравнения (СА) к уравнению для сглаженной 

функции Грина Ф(х, x'IN, s). Тогда, учитывая (С.б) и полагая 

'1 '1 8Ф(х,х'IN,s) 
Ф(х,х N + 1,s) - Ф(х,Х N,s) ~ 8N ' 

получаем для Ф(х,х'IN,s) уравнение типа Фоккера-ПЛанка: 

8ф 82 8 
8N = 8х2 [D.(хls)Ф] - 8х [1J(хls)Ф] - v(хls)Ф. (С. 13) 

Как видно из структуры уравнения (С. 13), основная зависимость функции 

Ф(х, x'IN, s) от аргумента s обусловлена последним членом правой части. Зависимость 
от s кинетичесКих коэффициентов 1JF, D. обусловливает лишь слабую перенормировку 
ширины области локализации функции Грина Ф(х, x'IN, в), в то время как зависимость 
v от s задает характерное число N элементарных фрагментов {pin, pout} траектории 
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блуждающей частицы за время t,...., 1/8. это позволяет положить в выражениях (С. 11), 
(С.12) 8 = О, что в силу (В.15) и (В.16) дает 

-00 

00 00 

= D / dx g(x, Хз' 10) + р.Е] dx{x -Хз' )g(x, Хз' 10), (С. 14) 

-00 -00 

, 00 

19(хр 10) = f(xj - Хр )W(Xj, ху!О) t=p.E / dx g(x, Хр 10). 
-00 _~. 

(С.15) 

Выражение (С.I0) также можно упростить в сИлу'(В.14) и (3.8). как нетрудно убедиться, 
зависимость от 8 сомножителя F(j, 8) доминирует над соответствующей зависимостью 

сомножителя W(Xj, Хр 'э) в меру (D/8€2)(2--r)/2» 1. Следовательно, 

(С.16) 

Соотношения (С. 14)-(С. 16) дают искомые общие выражения (4.5Н4.3) для кине
тических коэффициентов уравнения (4.2). 

'ПРНЛОЖЕННЕ D 

Средние значения,и интенсивность случайных неоднородностей кинетических 

коэффициентов DH {) И V 

Вычислим вначале средние значения D f , 19 и V(8) кинетических коэффициентов 
D.(x), 19(х) и v(x, 8). В силу уравнения (В.27) и определений (3.16), (3.21) для регуляр
ной части функции Грина у(х, х') == у(х, x'IO) имеем 

00 2 

/ d -( ') - l. xg х,х - 2D' /

00 ( 12 )2 
dx (х - х')у(х, х') = РЕ 2Ь (D.1) 

-00 -00 

эти соотношения, выражения (4.3), (4.4) инеравенство (3.3) дают следующие средние 
значения кинетических коэффициентов: 

И .а = р.ЕеЕ ff 
'V D 2' (D.2) 

для вычисления среднеro значения v(x, 8) обозначим совокупность ребер, длины 
которых превышают €, как {i}. = {i : 1, > Е}. Тогда будем рассматривать реализа
цию набора длин ребер {li}f == {li : l. > Е}, превышающих €, как реализацию данных 
конкретных значений при условии события {i}f' Иными словами, представляем веро
ятность f(l)'события l > € как произведение вероятности РЕ превышения длиной ребра 

величины f и условной вероятности f.(l) реализации данноro значения: 
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f(l) = p.f.(l) . (D.3) 

Orсюда и (2.1), (3.21) следует, что 

(D.4) 

Тогда при вычислении V(8) мы можем вначале усреднить по условному распределению 
длин ребер, а затем уже по реализации условия того, что данные ребра имеют длины 

большие f. На первом шаге формула (4.5) дает 

так как функция W(Xj, Xj/IO) не зависит от конкретных значений {li > f}. Здесь символ 
( ... ). обозначает усреднение по условным реализациям ДЛИН ребер {li}. и, в частности, 
в пределе f"; 8 / D « 1 

(D.5) 

где величина (см., наrtpимер, [27]) 

00 

Еу = ('У - 1) J d~~"'I~ = ('У - 1)2"'1(2"'1 - 1)Г(1- 'У}((1- 'У) (D.6) 

о 

и ( ... ) - дзета-функция Римана. В силу тождества (В.17) отсюда следует искомое 

выражение 

(D.7) 

так как значение (V(XI8)}1 оказывается не зависимым от конкретной реализации собы
тия {i} •. 

Кроме того, используя этй соотношения, получаем следующее выражение для ин

теграла: 

00 1 1т' (10)"'1/2 ( Гs)-З"'l/2 ( E2)-1/2 
_{ dP1L;12 ~ 2I~/2~ -; fy 15 1 + Щ , (D.8) 

(D.9) 

есть критическая величина поля дрейфа, которая при данном значении параметра 8 

(т. е. при данной длительности процесса диффузии t '" 1/8) делит возможные значения 
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поля дрейфа на слабые (Е «Ее) и сильные (Е» Ее)' (Данное определение поля Ее 

и (5.12) практически совпадают.) 
Переходя к вычислению суммарной амплитУДЫ А случайных неоднородностей этих 

кинетических коэффициентов, отметим, что последнее свойство позволяет рассма

тривать флуктуации пары коэффициентов БD.(х), MJ(x) и флуктуации коэффициента 
Бv(х,8) независимо друг от друга, так как величины БDЕ(х), MJ(x) также не зависят 
от конкретных значений совокупности длин {li}~' Поэтому выражение (4.11) можно 
переписать в виде 

A=Ag+A,:" 

где 

00 

Ag = f dx' ([k2БD.(х) + ikБ19(х») [k2БD,(х')- ikБ19(х'»)) , 
-00 

" 00 . 

Av = f dx' (Бv(х)Бv(х'») . 
-00 

Учитывая ,(3.18), (0.1) и (D.2), можно записать 

k2БD.(х) + ikБ19(х) = - D f: БОi9(Хi - х){ D.k2 + 19[ik + k2(Xi - х)]} . 
€ . 

3--00 

(D.I0) 

(0.11) 

(0.12) 

Тогда, подставляя это выражение в (0.11) и выполняя интеrpирование, находим 

(0.13) 

где 

(0.14) 

и lф - характерная ширина области локализации функции Грина Ф(х, x'ltb, 8), опре
деляемая как половина соответствующего среднеквадратИ'JНОГО отклонения J(x2), а 
именно, 

(D.15) 

Orметим, что в области значений волновых чисел k ;s 1/1ф , существенных для функ
ции Грина Ф(х, x'ltb, 8), сомножитель 'I'~k) ;s 1. Подставляя (4.5) в (D.12) и усредняя 
сначала по условной реализации значений {li} .. а затем по случайным величинам 0i 
и по вариациям функции Грина у(х, х'), получаем 

(0.16) 
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где коэффициент 

00 - f th2~ 
I'У = ('У - 1) d{""fY' 

о 

Соотношения (О.8), (О.13) и (О.16) приводят к следующей оценке для относитель

ной интенсивности (4.10) случайных неоднор,одностей функции Грина Ф(х,х'ltь,s): 

(Iб~k 1) = ~i'УI:;З/2Л (lofiY2-'У)/2 (1 + ~;) -1/2 Х 

(О.17) 

Orcюда следует оценка (4.13) для не слишком больших значений величины klф • 
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