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Методом замены полевых переменных в билока.льном приб.n:ижении найдена эффек

тивная диэлектрическая npoницаемостъ двухфазной комnозИIной случайной cpeды в виде 

ансамбля малых произвольно анизотропных сферических включений, распределенных в 

изотропной матрице. В качестве иллюстрации рассчитано затухание плоских волн сред

него поля в такой среде. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Стохастическое описание материальных сред, призванное передать неупорядочен

ное пространственно-временное строение реальной среды и хаt:>тическое изменение ее 

свойств от точки к точке или с течением времени, широко npименяется в теории распро

странения электромагнитных волн в турбулентной ионосфере [1}, СВЧ-зондировании 
твердых земных покровов [2, 3], радиоволновом контроле полимерных композитных 
материалов [4, 5], анализе электромагнитных свойств поликристаллов [6, 7] и теории 
искусственных сред [8, 9]. Во всех перечисленных приложениях электромагнитная ани
зотропия относится к числу характерных особенностей среды распространения. 

Как известно [10-13], прохождение статистически среднего поля сквозь случайную 
среду, испытываюrnyю хаотические пространственные вариации свойств, описывается 

уравнениями, которые характерны для некоторой детерминированной среды, наделен

ной пространственной дисперсией. Материальные параметры упомянутой детермини

рованной, или эффективной, среды характеризуют свойства случайной среды по отно

шению к среднему полю и называются эффеКтивными параметрами последней. 
Метод вычисления эффективной диэлектрической проницаемости среды с флук

туациями диэлектрической проницаемости был предложен в работе [6]. Отметим, что 
он был «переоткрыт» В более поздних работах [14, 15], хотя до этого применялся в ра
ботах [6, 16, 17]. Имея в виду направление нашего исследования, связанное с уче

том влияния электромагнитной анизотропии среды на распространение и рассеяни~ 

электромагнитных волн, уместно отметить раооты [18-22], где методом [6} найдена и 
исследована эффективная диэлектрическая проницаемость одноосной [18-20] и гиро
тропной [21, 22] случайных сред, тензоры проницаемости которых в некоторой систе
ме координа, имеют вид, свойственный одноосному кристаллу или магнитоаКТИВНQЙ 

плазме, и характеризуются соответственно тремя (диагональными) или пятью (тремя 

диагональными И-ДВУМЯ внедиагональными) ненулевыми компонентами . 
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ОБСУЖдаемый метод расчета эффективной диэлектрической проницаемости мож

но назвать «обычной» теорией многократнщо рассеяния для электромагнитного поля -
«обычной» в смысле аналогии с теорией мн<>roкратного рассеяния для скалярного (эву-. 
кового) поля В случайной среде [IO-13J. В рамках этого метода эффективная диэлектри
ческая проницаемость представляется в· виде разложения по степеням параметра, ко-

о торый для звукового поля оказывается ма,лым и в случае. сильных флуктуаций свойств 

среДЫ,если они мелкомасштабные [IO-13J, для электромагнитного поля характерный 
параметр этой теории из-за наличия сильной (типа дельта-функции) особенности элек

трической функции Грина в точке иСточника [23, 24] оказывается пропорциональным 
интенсивности флуктуаций [25, 26J. Укажем для полноты, ЧТО билокальное прибли
жение как таковое было введено в [27, 28] при нахождении эффективных параметров 
микронеоднородной упругой среды. 

для вычисления эффективной диэлектрической проницаемости сред с сильными 
флуктуациями свойств применяется метод замены полевых переменных (или перенор

мировки), который был предложен в работах [29, 30] и далее разВИТ В [31-43). Он осно
ван на отщеплении от электрическоЙ матричной функции Грина сингулярной (типа 
дельта-Функции) составляющей и переходе к уравнениям относительно новой полевой 

переменной, для которой функция fрина совпадает с регулярной частью электрической 

матричной функции Грина. (Сингулярную и регулярную части электрической функ

ции Грина можно и удобно трактовать как обобщенные функции, которые порождены 

соответственно неубывающей и исчезающей на бесконечности частями спектральной 

матричной функции Грина [31, 39, 44J.) Рассматриваемый метод, как и преДЫдУЩИй 
подход, не дает пр~тых и одновременно точных выражений для эффективной диэлек

трической проницаемости - последняя по,..прежнему представляется в виде ряда теории 

возмущений, однако в данном случае теория возмущений использус;т характерный па

раметр, который остается малым и при сильных флуктуациях материальных свойств 

при условии, что их пространственный масштаб достаточно мал [31, 32, 35). 
В связи с нашим интересом к случайным средам с электромагнитньй анизотропией 

отметим, что метод замены полевых переменных применялся к вычислению эффектив

ной диэлектрической проницаемости электрически изотропной случайной среды с ани

зомерными возмущениями и фиксированной [32, 35] либо случайной [38] ориентацией 
осей статистической симметрии, гиротропной среды типа магнитоактивной плазмы [31] 
или вращающейся среды [37}, а такЖе произвольно-анизотропной случайной среды как 
с фиксированным, так и случайным направлением осей статистической симметрии [39J. 
Далее, результаты работы [39] непосредственно применимы лишь к использованной там 
модели сплошной случайной среды, а другая, каноническая, модель, а именно дискрет

ная случайная среда, осталась вне поля зрения автора работы [39]. МеЖдУ тем дискрет
ную случайную среду с помощью известной техники [45, 46] можно включить в крУг . 
моделей, поддающихся анализу методом замены полевых переменных. Отсюда есте

ственно вытекает цель данной работы - расчет эффективной диэлектрической прони

цаемости микронеоднородного композита, представляющего собой распределение ма

лых анизотропных частиц в изотропной среде, и исследование диссипативных свойств 

такого композита. 

Ниже мы, используя результаты работ [29-39}, описываем метод расчета эффеКТИВ
ной диэлектрической проницаемости статистически-однородной сплошной· случайной 

среды с произвольной анизотропией электрических и статистических свойств и сильны

ми, но мелкомасштабными (в сравнении с длиной волны) флуктуациями. Далее эта ме-
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тодика применяется к модели дискретной случайной среды, полученной равномерным 

распределением хаотически ориентированных малоразмерных сферических включений 

из произвольно-анизотропного однородного диэлектрика в изотропной матрице. В ре

зультате нами найдена эффективная диэлектрическая проницаемость упомянутого вы

ше двухфазного композита. Полученные выражения можно рассматривать как обобще

ние аналогичных соотношений работы [45], относящихся к электрически изотропным 
включениям. Пользуясь найденным выражением для эффективной диэлектрической 

проницаемости, для случайного композита без диссипативнЫх потерь с помощью тех
ники контурного интегрирования мы рассчитали вещественную и мнимую части этой 

величины, и вычислили «дифракционную» поправку к постоянным распространения 

среднего поля. Мнимая часть этой поправки описывает затухание среднего поля за 

счет рассеяния на случайных включениях. 

2. МЕТОД ЗАМЕНЫ ПОЛЕВЫХ ПЕРЕМЕННЫХ ДJIЯ АНИЗОТРОПНОЙ 
СЛУЧАЙНОЙ СРЕДЫ 

2.1. Постановка задачи об эффективной ДНЭЛ«iКТРИЧеской проннцаемостн 

Рассмотрим уравнения 

_, ) 47Гikо 
rotrotEr - kбt"\r Ет = -- J, 

с 

1 
Нт = ~k rotEr 

z о 

(1) 

(2) 

для случайного электромагнитного поля Ет , Нт , создаваемого сторонними электриче

скими ИСТОЧНИК\iМИ J в безграничной диэлектрической среде с проницаемостью i(r). 
Далее считается, что тензор диэлектрической проницаемости е(Т) рассматриваемой сре
ды имеет все девять компонент c:~n, которые являются случайными функциями радиус
вектора х = (Хl,Х2,ХЗ). 

Оператор эффективной диэлектрической проницаемости i(e) определяется с щ>мо
щью тождества [25, 26] 

(3) 

Имея в распоряжении названный оператор, можно легко показать из (1), (2), что воз
буждение среднего поля описывается уравнениями 

2 А( ) 47Гikо rotrot(Er ) - koC: е (Ет ) = __ J, 
с 

(4) 

(5) 

которые свойственны пространственно-диспергирующей среде с нелокальной диэлект

рической проницаемостью е(е). 
В статистичеСКИ-ОДНОIJОДНОЙ среде сторонние источники в форме пространствен

ной гармоники, 
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J(x) =J(k)eikx , (6) 

возбуждают среднее поле тщ<ого же вида [39J: 

(7) 

Здесь k - произвольно заданный трехмерный волновой вектор, aJ(k) и E(k), H(k) -
векторные амплитуды соотвt1тственно источников и электромагнитного поля. 

Действуя на вектор среднего электрического поля оператором е(е), получим 

(8) 

где i(e)(UJ, k) - тензор эффеКТИlщой диэлектрической проницаемости в спектральной 
области, зависимость которого от UJ и k ~азывает на частотную и пространственную 
дисперсии эффективной среды. Характерный масштаб А k изменения этого тензора как 
функции спектрального параметра k равен по порядку величины 1/ L, где L - интервал 

корреляции возмущений среды. Отсюда и из (8) следует, что в длинноволновом режиме, 
когда kL ~ 1 (или, что то же, для мелкомасштабных возмуЩений), свойства случайной 
среды по отношению к среднему полю в виде пространственной Лl:рмоники (7) или 
суперпозиции таких гармоник описываются тензором эффективной диэлектрической 

проницаемости е(е) [25, 26, 39]: 

(9) 

Построение тензора эффективной диэлектрической проницаемости среды с мелкомас

штабными возмущениями составляет важнёйшую задачу теории многократного рассея

ния электромагнитных волн в случайной среде. 

2.2. Перенормироваивое уравнениерассеЯННJI 

На первом этапе построения тензора эффективной диэлектрической проницаемо

сти мы, согласно известной схеме [35, 36, 39], преобразуем стохастическое дифферен
циальное уравнение (1) в интегральное уравнение относительно новой полевой пере
менной F. для этого мы вводим в рассмотрение анизотропную эталонную среду, или 
среду сравнения, которая заполняет все пространство и характеризуетс.fJ постоянным 

детерминированным тензором диэлектрической проницаемости е.' (Этот тензор опре

деляется ниже как решение уравнения (23).) Пусть Еь(х) - электрИческий вектор поля, 
которое возбуждается сторонними источниками J(x) в эталонной среде, а д(х - х') -
электрическая матричная функция Грина указанной среды. для наших целей функцию 

Грина можно считать заданной обратным преобразованием Фурье: 

д(х - х') = (2'llГ З J dЗk exp[ik(x - x')JG(k), (10) 

где G(k) - спектральная функция Грина\ которая находится из уравнения 

[k[ kG(k)J ) + k~iG(k) = -1 . (11) 

(i - единичная матрица). Заметим, что особенности (по.люсы) подынтегрального выра
жения в (10), которые совпадают с нулями функции A(k) из (16), считаются лежащими в 
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комплексной плоскости благодаря диссипативным потерям (возможно, исчезающе ма

лым) в эталонной среде. Такая же трактовка, если не oгo~opeHO иное, применяется и ко . 
всем последующим интегралам, например (30), подынтегральные выражения которых 
имеют неинтегрируемые особенности. 

С помощью функции Грина д(х-х') дифференциальное уравнение (1) стандартным 
образом заменяется интегральным уравнением 

Er(x) = Еь(х) + kб J dЗх' а(х - х') [i(r)(x') - i]Er(x'). (12) 

Рещение уравнения (11) в бескоординатной форме [47] выглядит так: 

А _ k· k. А(l) 
G(k) - -k5(k) + G (k). (13) 

Здесь и далее произведение векторов с точкой представляет собой тензор простейшего 

вида, а именно для вектора k = (k1, k2, kз) 

A(l) _ D(k) 
G (k) - (k)l1(k)' (14) 

D(k) = «(1 - k· и)«(1 - .€k· k) + kб(k. kdet.€ - (adj .€), (15) 

(16) 

(k) = kik. (17) 

в этих выражениях deti и adj i означают, соответственно, детерминант матрицы .€ и 
маТРИЦУ,npисоединенную к i [47]. 

. Введем теперь (постоянную) матрицу пере нормировки В, которая определена ниже 
уравнением (31), и зададим спектральную функцию G(2)(k) согласно выражению 

G(2)(k) = G(k) + S = _~ + S + G(l)(k) 
k5 k5(k) '. k5 ' (18) 

а соответствующий ей пространственный образ Фурье как 

А А S 
G(2)(x - х') = G(x - х') + k2 Б(х - х'), 

о 

(19) 

где Б(х - х') - трехмерная дельта-функция Дирака. Подставляя (19) в (12), после не
сложных алгебраических пре06разований имеем 

F(x) = Еь(х)+ kб J dЗхJ а(2)(х - x')t(x)F(x), 
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где 

(21) 

(22) 

Соотношение (20) является искомым интеtpальнымАуравнением для новой полевой пе
ременной F со случайным возмущением~. При S = О это соотношение переходит, 
очевидно, в исходное уравнение (12). А 

Чтобы обеспечить малость случайного возмущения ~ по крайней мере в среднем, 

наложим требование (€) ;:: О, которое в силу (22) преобразуется к виДу! [39] 

(23) 

Из последующего уравнения (34) вытекает, что В == В(€). Поэтому (23), по суги, пред
ставляет собой уравнение для определения диэлектрического тензора эталонной среды t. 

2.3. Оператор эффективных возмущ"ний и эффективная диэлектричесuя проиицаемoCn. 

. Итерируя и усредняя в билокальном приближении [6, 14, 15] уравнение (20), по
лучаем 

где 

(25) 

Сопоставляя (24) с усредненной версией уравнения (20), имеем 

(26) 

где €(e) - действующий по х интегральный оператор с ядром {(е)(х - х'). Учитывая (8), 
из уравнений (21) и (22) можно получить 

(F) = [1 + B(t(e) - t)](Er ) , (27) 

Подстановка этих выражений в уравнение (26) приводит к соотношению, которое свя
зывает операторы t(e) и €<e). В спектральной области это соотношение преобразуется к 
виду 

(28) 

где €<e)(UJ, k) - фурье-образ величины €<e)(x-X'). В длинноволновом приближении (при 
k --+ О) отсюда'находим 

(29) 

Элементы матрицы €<e)(UJ) == lim €<e)(UJ,k) определяются из (18), (25) соотношением 
k_O 
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~~~(UJ) = J d3k Bmpqn(k) [- ~:) + Spq + k~G~J(k)] , (30) 

которое содержит спектральные функции Bmpqn(k) случайного возмущения t(x): 

Bmpqn(k) = (2'ПТ3 J d3x exp[-ik(x - x)]Cmpqn(x - Х). (31) 

Здесь 

(32) 

- корреЛЯЦИОНЩ>Iе функции случайных возмущений ~тn. для дальнейших целей зна

чение корреля~онной функции (32) при х = х' удобно обозначить как 

г mpqn = J d3 k Втрчn (k). (33) 

Имея в своем распоряжении t(e)(UJ), мы теперь в состоянии определить тензор эф
фективной диэлектрической проницаемости €(e)(UJ) как решение уравнения (29). Что
бы обеспечить применимость возникающих выражений к случаю сильных флуктуаций, 

матрицу S целесообразно выбрать так, чтобы выполнялось условие 

-J 3 ( kpkq 
г mpqnSpq - d k Втрчn k) (k) . (34) 

Это - система девяти уравнений для определения девяти неизвестных величин Spq 
как функций €:тn. Чтобы получить уравнение для неизвестных €:тn, выражения Spq = 
= Spq(€) подставляются в (23). Согласно (22), (31)-(33), величины г mpqn, B mpqn свя
заны с неизвестными Spq через ~тn' Следовательно, уравнения (34) в обшем случае 
нелинейны относительно Spq. Принимая во внимание уравнения (34), из (30) и (14) 
получаем итоговое выражение для ~~~: 

J:(e) ( ) - k 2 J d3k В (k) Dpq(k) 
"тn ш - о mpqn (k)~(k) . (35) 

Полагая величины ~~~(UJ) малыми (условие, при котором это предположение выпол
няется, проанализировано ниже), приближенное решение методом возмущений урав

нения (29) относительно €:~n(UJ) - компонент тензора эффективной диэлектрической 
проницаемости - получается следуюшим: 

€(e)(UJ) = € + t(e)(UJ). (36) 

Эта формула в сочетании с (35) и дает ответ на вопрос об эффективной проницаемости 
случайной анизотропной среды. 

Когда частотной дисперсией в случайной среде можно пренебречь, последний член 

справа в (36), согласно (35), стремится к нулю с уменьшением частоты как UJ2, а первый· 
член - проницаемость эталонной среды - остается I:lеизменным. Поэт-ому. проницае

мость эталонной среды € можно рассматривать как значение эффективной диэлектри
ческой проницаемости случайной среды в статическом пределе, а добавка t(e)(UJ) пред
ставляет «дифракционный» вклад в эту величину за счет рассеяния поля на случайных 

. возмущениях [25, 35]. 
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2.4. сиJlьвыe воэмущеНИJI свойств среды 

Пределы применимости полученных здесь результатов легко установить [35], пред
варительно выяснив, разложение по какому имеНtlО параметру фактически использова

но нами при вычислении эффективной диэлектрической проницаемости, и потребовав, 

чтобы выявленный параметр был малым. Последнее будет гарантировать законность 

обрыва упомянyrого разложения на первых двух членах, представленных в правой части 

формулы (36). для нахождения интересующеro нас параметра теории возмущений до
статочно оценить отношение любых двух последующих членов разложения - например, 

тех, которые фигурируют справа в (36). для вывода соответствующей оценки удобно 
ввести в рассмотрение детерминированtIyю положительную величину а е, которая равна 

характерной величине флуктуаций диэлектрической проницаемости. Тогда можно при

ближенно положить Bmpq,,(k) '" a:L3 при k < 1/ L и Bmpq,,(k) ~ О при k > 1/ L, где L
характерный пространственный масштаб флуктуаций. Согласно предыдущему, область 

интегрирования в формуле (35) ограничена сферой k < 1/ L,и поэтому характерное зна
чение переменной интегрирования k равно 1/ L. Это значение для мелкомасштабных 
возмущений (koL~. 1) Haмнoro превосходит величину ko, которой в подынтегральном 
выражении в (36) можно пренебречь в сравнении с большой величиной k '" 1 / L. Ре
зультирующий интеграл по порядку величины будет равен a:(koL)2. С учетом тоro что 
порядок первого члена в правой части (36) в масштабе параметров а е И koL равен едини
це, отношение последнеro члена к предыдущему' в (36) оказывается примерно равным 
a;(koL)2. Следовательно, правая часть в (36) представляет собой отрезок разложения 
по степеням наЙденного параметра, и малость именно этоro параметра, 

(37) 

гарантирует правомерность обрыва ряда теории возмущений на конечном числе чле

но,в - конкретно, на первых двух членах, как это сделано в (36). Примечательная осо
бенность критерия (37) заключается в том, что он указывает на применимость выраже
ний (35) и (36) к случаю сильных флуктуаций свойств (ае » 1) при условии, что они 
будут достаточно мелкомасштабными (koL ~ а;-1 ~ 1.) Эта положительная особен
ность метода замены полевых переменных хорошо известна [25, 26, 35]. 

В заключение отметим, что для частного случая статистически-изомерных возму

щений матрица перенормировки Spq может быть наЙдена из (34) явным образом [25, 
26, 39]. С этой целью учтем, что корреляционные функции изомерных возмущений 
(32) зависят [12] только от расстояния 

R= Ix-x'l (38) 

между точками х и х' , а спектральные функции (31) - только от модуля k спектральноro 
параметра k. Подставив в (34) выражение для Г mpq" из (33) и переЙдЯ к интегрированию 
в сферических координатах k, е, rp, уравнение (34) можно записать в виде 

00 f dk k2 Bmpq,,(k) [411'Spq - f dD. r::~q] = О, (39) 

о 

где dD. = sin8 drpd(} - элемент телесног() угла, а Пр = kp/k - р-я компонента единич
Horo вектора Вдоль вектора k. Решеtlие уравtlения (39) относительно Sp~ находится в 
явном виде: 
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- 1 J npnq Spq - -4 do. -А-' 
1г ПЕП 

(40) 

Отсюда видно, что Spq = Sqp, т. е. в исследуемом случае матрица пере нормировки сим
метрична: ВТ = В, где индекс «Т» обозначает операцию транспонирования. 

З. ЭФФЕКТИВНАЯ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПРОНИЦАЕМОcrь 

ДВУХФАЗНОГО КОМПОЗИТА 

3.1. Описание модели 

. Применим аппарат предыдущего раздела к анализу дискретной случайной среды, 
которая получается путем погружения статистического ансамбля идентичных однород

ных анизотропных включений в однородную изотропную вмещающую среду - матрицу. 

Диэлектрическая проницаемость среды равна Е(I); тензор диэлектрической проницаемо
сти включения в собственной системе координат, связанной с включением, обозначим 

как Е(с), а его элементы - через E~~. 
Пусть (}и(х) - индикаторная, или характеристическая функция [46, с. 79] ансам

бля случайных включений, которая равна единице, 1,<:Огда х принадлежит какому-либо 

включению, и равна нулю для всех остальных х. Включения считаются распределен

ными в пространстве в среднем равномерно и изотропно, так что концентрация (отно

сительный объем) включений, 

(41) 

не зависит от точки х, а двухточечный момент индикаторной функции, 

(42) 

зависит только от R. Последнее предположение, очевидно, может быть строго выпол
нено только для включений сферической формы [45, 46], поэтому ,включения далее 
считаются сферическими. 

Статистическая топология композита определяется безразмерной бинарной корре-

ляционной функцией [46, с. 74] . 

I 

<p(R) = P(R) - v~ 
V2(1 - V2) , 

(43) 

фурье-образ которой tjJ(k) определен по аналогии с (31). Отметим, что tjJ(k) как спект-
ральную плотность корреляционной функции [(}(r)(x) - vzl/ y'V2(l - V2) вещественного 
случайного процесса принимает для вещественных k вещественные неотрицательные 
значения [10]. 

Компоненты тензора диэлектрической проницаемости i(r)(x) случайной среды в ла
бораторной (абсолютной) системе координат Хl, Х2, Хз задаются следующими выраже

ниями: 

,,(r) (х) = ,,(1) Б 
"1т '- 1т, (44) 

если х находится во вмещающей среде, и 
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(45) 

в пределах включения. В этих формулах Olm ....... символ Кронекера, а а'т - косинус угла 

между l-ой осью лабораторной системы координат и т-ой осью собственной системы 

координат отдельного включения (случайная вe~a). Хотя все включения считают

ся идентичными, они отличаются друг от друга местоположением и ориентацией. Мы 

считаем, что все возможные ориентации включений равновероятны и что для отдель

но взятого включения его ориентация не зависит от его местоположения, а также от 

ориеНтации и местоположения любого другого включения. 
для рассматриваемой модели дискретной случайной среды эталонную среду логич

но выбрать электрически изотропной со скалярной диэлектрической проницаемостью 

€. К этому можно было бы с необходимостью прийти и из анализа уравнений (23) и (40). 
Из последнего уравнения вытекает;'что маТРИЦа перенормировки S пропорциональна 
единичной матрице: 

А 1 А 

S = 3€ 1. (46) 

с учетом этого матрица случайных возмущений (22) в пределах изотропной среды-мат
рицы также оказывается пропорциональной единичАОЙ матрице: 

{(х) = ~(1) i, (47) 

где 

(1) 
(1) _ g - g 

~ - 3с: 2с; + g(1) • (48) 

Если же точка х находится в пределах включения, для вычисления компонент матрицы 

случайных возмущений (22) в лабораторной системе координат удобно при6егнyrь к их 
представлению через компоненты этой же матрицы в системе координат, связанной с 

включением: 

,(r)(x) = аИ a(r) ,(с) 
"1т Iз mk"зk' (49) 

Элементы ~~~, объединенные в матрицу {(С), определяются выражением, которое выте
кает J:lЗ записи (22) в собственной системе координат рассматриваемого включения: 

(50) 

Orсюда видно, что матрица {(с) и ее элементы ~1~ представляют собой детерминиро
ванные величины. 

Осуществляя усреднение по ансамблю величины {(х) с учетом выражений (47), (49), 
получаем следующий результат: 

где 

~(2) = Tr {(с) = ~~~, 
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по повторяющимся индексам проводится суммирование и Vl = 1 - V2 - относитель

ный объем, занимаемый вмещающей средой. Orсюда и из (23) получаем нелинейное 
уравнение для определения диэлектрической проницаемости € эталонной среды: 

(53) 

Что же касается корреляционных функций возмущений, то для принятой модели 

среды их можно записать [46, гл. 4] через безразмерную бинарА:ую корреляционную 
функцию (43): 

(54) 

D - ~(l) 2 1: 1: + ( ) i(c) 
mpqn - <" umpuqn D:mjD:pkD:qsD:nt от <"jkst -

1: ~(l) ( ) ~(c) 1: ~(l) ( ) ~(C) 
- итр <" D:qsD:nt от <"st - u qn <" D:mjD:pk от <"jk' (55) 

в этих формулах индекс «от» означает усреднение по ориентациям рассеивателя (осуще.,. 

ствляемое, например, при помощи надлежащих nлотностей вероятности для трех углов 

Эйлера, определяющих ориентацию осей его собственной системы координат). Orме

тим, что в этом месте проявляется предположение об однородности включений. Имен

но, зависимость корреляционных функций (54) только от разности пространственных 
аргументов, что характерно для статистически-однородных сред [10, 12] и что необхо
димо для применимости метода замены полевых переменных, имеет место только для 

пространственно-однородных ВКJПOчениЙ. 

Полезно заметить, что теория предыдущего nyнкya,i:Ia которую мы здесь опира
емся, предполагает малость пространственной волны: koL « 1. Величина L в си
лу (54) совпадает с интервалом корреляции безразмерной бинарной корреляционной 
функции (43), который, в свою очередь, больше диаметра одного включения или равен 
ему. Таким образом, для справедливости предпринятого здесь рассмотрения и последу

ющих результатов (58), (61) необходимо, чтобы сферические включения были малыми 
в масштабе длины волны. 

Из физических соображений очевидно, что вследствие равномерного распределе

ния случайных ориентаций рассеивателей эффективная среда должна быть изотропной, 

и выражение (35) на деле должно иметь гораздо более простую структуру, отвечающую 
этому предположению, а именно: 

(56) 

где 

1 
1:", = _~(e) 
и", з<"mm' . (57) 

Вычисляя свертку ~~~ по формулам (35), и конкретизируя выражения (15) и (16) для 
случая изотропной эталонной среды, получаем 

(58) 
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D = ,(1)2 + ~,(C),(C) -,-~,(1),(2) .. з"nр"pn з" .. . (59) 

Согласно (36), эффективная диэлектрическая проницаемость рассматриваемой дис
кретной среды получается в виде 

е(О)«.<) = 10(0)«.<) i, ' 
10(0)«.<) = 10 + Се. 

(60) 

(61) 

Эффективная среда оказывается электрически ИЗ0ТРОПНОЙ и характеризуется скалярной 
диэлектрической проницаемостью g(е)«.<). для чаСТН9ГО случая изотропной вмещающей 
среды и изотропных включений уравнение (53) и выражение (58) переходят в известные 
ранее результаты из [45]. 

3.2. Затухание среднего поля 

Проанализируем эффективную диэлектрическую проницаемость (61) для ситуации, 
когда диссипативные потери в случайном композите отсутствуют. В этом случае диэлек
трическая проницаемость вмещающей среды 10(1) вещественна: 10(1) = (10(1)", а тензор 
диэлектрических постоянных g(С) анизотропного включения в собственной системе ко
ординат является эрмитовским (но не обязательно вещественным): g(С) = (g(С»Т" (здесь 
и далее «*» означает комплексное сопряжение). Можно проверить, что в этих условиях 
имеет место равенство D = D*, и величина D из (59) оказывается вещественной .. 

Естественно ожидать, что в отсутствие диссипации в случайной среде квазистати

ческое значение эффективной диэлектрической проницаемости также должно описы

вать бездиссипативную среду. Действительно, в отсутстВие потерь в случайной среде 
единственной причиной ослабления среднего поля может быть только перекачка его 

энергии в рассеянную компоненту поля за счет дифракции на включениях. Однако в 

квазистатическом пределе вклад дифракционных явлений в эффективную диэлектри

ческую проницаемость, как уже отмечалось выше, исчезает, и квазистатическое зна

чение эффективной диэлектрической пронищiемЬсти - а им является величина 10 -

должно поэтому описывать среду без потерь. Следовательно, в рассматриваемом слу
чае проницаемость эталонной среды 10 является вещественной величиной. (Косвенным 

указанием на это сл)I)I<ИТ тот факт, что, как следует из (48) и (52), если 10 подчиняется 
уравнению (53), то этому же уравнению удовлетворяет и комплексно-сопряженная ве
личина 10*. Мы, правда, постулируем более сильное, утверждение, что эти два корня, 10 

и 10*, совпадают.) 

Напомним, что итоговое выражение (58) предыдущего пункта, стРого говоря, от
носится к диссипативной случайной и эталонной средам, а результат в отсутствие дис

сипации должен быть получен из (58) путем предельного перехода, когда потери в эта
лонной среде стремятся к нулю. Интеграл в правой части (58) имеет полюсы первого 
порядка в точках k = kovfi и k = -kovfi, первый из которых при исчезновении потерь 
(1т 10 ~ +0) «выползает» сверху на положительную часть вещественной оси (всюду в 
данной работе используется та ветвь квадратного корня из комплексного числа Z, для 
которой О :::; arg v'z ~ 1r). Применяя для вычисления предельного значения интегра
ла в (58) лемму о половине ~ычета, в отсутствие диссипации в случайной и эталонной 
средах имеем 

1199 



О. В. Багацкая, Н. П. Жук, С. Н. Шульга ЖЭТФ,1998, 114, выn. 4(10) 

(62) 

(63) 

(64) 

где &' и &" - вещественные величины, и интеграл в (63) вычисляется в смысле глав
ного значения в точке k = ko,jЁ. 

Таким образом, «дифракционная» добавка Сс: к квазистатическому значtЩию эф

фективной диэлектрической проницаемости, а значит, и сама проницаемость получа

ются комплексными. Вещественная часть «дифракционной» добавки дается интегра

лом по волновым числам и формируется, следовательно, за счет рассеяния в непре

рывный спектр волн. Мнимая часть эффективной диэлектрической проницаемости, 

которая совпадает с &", дается полувычетом подынтегрального выражения (58) в по
люсе k = ko,jЁ, отвечающем постоянной распространения плоской волны в эталонной 
среде. 

НаЙдем теперь постоянную распространения k(e) плоской волны среднего поля в 
эффективной среде с диэлектрической проницаемостью с:(е)(",,). Интересующая нас ве
личина дается выражениями 

k(e) = ko"; с:(е)(",,) = ko,jЁO + 'У(е», 
'У(е) ~ &j2c:, 

00 

Re'Y(e) = ~: V1V2Dk~ J rp(k)dk, 
о 

2 ' 

1т 'У(е) = з2'fi Vl V2rp(0)kБD . 

(65) 

(66) 

(67) 

(68) 

Вещественная часть безразмерной величины 'У(е) ощ,еделяет, очевидно, сдвиг фазовой 
скорости волны по сравнению с таковой для эталонной среды в результате процесса 

многократного рассеяния на случайных частицах. Мнимая часть 'У(е) описывает появле
ние затухания среднего поля за счет рассеяния на этих частицах. Легко видеть из (65), 
что мнимая ч;1сть эффективной постоянной распространения зависит от частоты как ",,4, 

что типично для ослабления поля в результате рэлеetlского рассеяния [48] и согласуется 
с рассматриваемой моделью малоразмерных включений. 
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