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Рассмотрено турбулентное течение про водящей ЖlЩКости во внешнем однородном 

магнитном поле. Показано, что при наличии среднего сдвиroвого течения возможна ин

тенсивная генерация спиралъности. Отмечено, что хотя средняя спиралъностъ исходного 

течения и может Бытъ равна О, тем не менее для ее генерации необходимо присyrcтвие 

внугренней топологической структуры течения, например наличия разнознаковой спи

ралъности на разных масштабах. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Спиральность Н = (У rot У) оказывает значительное влияние на устойчивость и эво
люцию как ламинарных, так и турбулентных течений [1]. Со спиральной турбулентно
стью тесно связаны спиральные каскады, впервые введенные в [2] и подробно проана
лизированные для различных частных случаев в [3]. Выделены два основных предель
ных случая [2] - параллельные потоки энергии и спиральности по спектру 

соответствующие колмогоровскому каскаду, и поток спиральности без потока энергии 

являющийся чисто спиральным каскадом (ё, r, - средние диссипации энергии и спи

ральности). 

Долгое время спиральные каскады рассматривались лишь как чисто теоретические 

курьезы, не имеющие никакого отношения к существующим экспериментальным дан

ным. Однако на сегодняшний день накоплен значительный багаж экспериментальных 

лабораторных и естественных наблюдений спектра «минус семь третьих. в широком 

диапазоне пространственных масштабов. Подобные спектры наблюдаются в лаборатор

ных мгд течениях [4-6], во вращающейся жидкости [7], стратифицированной турбу
лентности за решеткой [8], в пограничном слое [9], в прямых измерениях атмосферной 
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турбулентности на различных высотах [10-12], в тропической предтайфунной атмосфе
ре [13]. Orметим, что в спектрах как атмосферной, так и лабораторной мгд турбулент
ности нередко существуют две области скейлинга: (-5/3) и (-7/3). 

Существование «спирального» спектра поднимает проблему происхождения спи

ральности. Хорошо известно, что спиральность является инвариантом «чистого» урав

нения Эйлера (не учитывающего влияние факторов стратификации, фонового враще

ния и др.). Если генерация спиральности в атмосферах звезд и планет в основном, 

по-видимому, связана с вращением Земли и стратификацией [14-16,3], то природа по
явления ее в мгд течениях до сих пор не выяснена. Не очевиден и ответ на вопрос 

о происхождении спиральности, наблюдаемой в лабораторных течениях. Авторы рабо

ты [17], где проводится качественный анализ наблюдаемых спиральных спектров, рас
суждают в этой связи о спонтанном нарушении отражательной симметрии в трехмерной 

турбулентности. 

Исследования мгд турбулентности имеют долгую историю. Широко распростра

нено мнение о двумеризации турбулентности под воздействием магнитного поля. При 

этом значительное количество экспериментальных результатов [6,18] не укладывает
ся в двухмерную картину и имеет объяснение лишь с учетом трехмерности. К подоб

ным трехмерным эффектам относятся и наблюдаемые спиральные спектры [4-6]. Or
метим, что попытки двумерной интерпретации результатов лабораторных измерений и 

численного моделирования мгд турбулентности не являются единственно возможны

ми. Спектры, объясняемые как проявление двумерного спектра «минус три», С той же 

степенью точности соответствуют и спектру «минус семь третьих». 

Проблема генерации спиральности в мгд течениях впервые была рассмотрена в 

Контексте теории турбулентного динамо [19]. Тогда бьmа показана генерация спираль
ности обратной по знаку по отношению к первоначальной, усиливающей возмущения 

крупномасштабного магнитного поля. Несколько позже этот эффект был объяснен с 

позиции сохранения инварианта магнитной спиральности Нт = (гог! Ь,Ь)}. При 
этом спиральность генерировалась лишь для полей с ненулевым значением (В rot В) =f о 
(здесь В - крупномасштабное магнитное поле). В лабораторных мгд течениях маг

нитная спиральность, как правило, равна О. Тем не менее спиральный каскад энергии 

E(k) сх k-7/ З наблюдается в широком диапазоне значений внешнего магнитного по
ля. Выявлению возможного механизма генерации спиральности в турбулентных мгд 
течениях и посвящена настоящая работа. 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим турбулентное мгд течение несжимаемой жидкости в однородном маг

нитном поле ВО (J,L = 1) и со стационарной средней компонентой средней скорости UO: 

у2 
8tv- [vrotv] + '\7'2 = -'\7Р/р + [гоtНН] /41ГР + v/::;,v, 

divv = О, 
8tH + (У'\7)Н - (Н'\7)У = vm/::;,H, 

divH = О. 

далее будем работать в альфвеновских переменных: 
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н' = н/ J 4ц, н=н'. 

в отсугствие магнитных полей и в пренебрежении эффектами кинематической вязкости 
гидродинамическая спиральность является сохраняющейся величиной: 

at (vrotv») = о (5) 

Магнитное поле ведет к появлению «источников» В уравнении баланса спирально-
сти: 

at (vrotv») ::;: -2v(wrotw») + М, 

М = 2 ([wrotb]) вО +2 ([bw]) rotBO + 20° ([rothh]) + 2 ([wrotb] Ь) 
(6) 

Здесь 

у= uo +п, (у) = UO, 

rotv = n О +w, (rotv)=nO, 

н = вО +Ь, (Ь) = О. 

в настоящей работе мы рассматриваем предел больших альфвеновских скоростей 

(IBOI» IUOI) и пренебрегаем в (6) соответствующим вкладом средней скорости. Orмe
тим, что лишь в случае однородной и изотропной турбулентности (vrotv») совпадает со 
средней спиральностъю течения. В общем неоднородном случае (vrotv») соответству
ет усредненной по ансамблю плотности спиральности. Рассмотрим среднее течение с 

нулевой спиральностью (UOnO) = О. Тогда 

(vrotv») = (urotu»). 

Первый член в (6) был впервые рассмотрен Вайнштейном в [19]. При этом учиты
валась лишь анизотропия корреляций турбулентного поля скорости, вносимая квази

стационарным магнитным полем. В однородном магнитном поле rotBO = О. в теории 
нелинейного динамо при rot ВО т о этот член ответствен за нелинейное насыщение 
крупномасштабной неустоЙЧивости. 

Кубическая нелинейность в (6) может быть аппроксимирована в духе приближения 
Орзага (S.Orszag) как r-релаксирующий член. Ее влияние сводится к перераспределе
нию энергии и спиральности как по масштабам, так и по направлениям (к перенор
мировке турбулентных вязкости и магнитной диффузии, см., например, [20]). В насто
ящей работе мы остановиМся на детальном рассмотрении первых трех членов правой 

части (6). 

З. УРАВНЕНИЕ ИНДУКЦИИ В СДВИГОВОМ ТЕЧЕНИИ 

Флуктуационное магнитное поле Ь, возбуждаемое турбулентным полем скорости, 

определяется уравнением индукции 
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в пренебрежении магнитной вязкостью решение этого уравнения имеет вид 

t 

h(t) = e-(J1+F)th(0) + ! e-Ui+F)(t-s)(ВОV)u(s)ds, (8) 

О 

где 

АЬ = rot [UOh] , РЬ = rot [uh] . 

Рассматривая разложение подынтегральной операторной экспоненты в (9) в ряд, лег
ко заметить, что разложение флуктуационной части экспоненты (F-оператор) начиная 
со второго члена (по степени скорости) эквивалентно учету влияния высших моментов 

турбулентного поля скоростей. Параметром разложения является турбулентное число 

Струхаля S = Utur Тсот / Л, построенное из основных характеристик турбулентного пото-
ка. 

для малых чисел Струхаля (В «: 1) в уравнении магнитной индукции (7) можно 
отбросить член rot [uh]. Это соответствует так называемой теории сглаживания первого 
порядка (First Order Smoothing Approximation - FOSA), используемой в квазилинейной 
теории плазмы и теории динамо [21]. В этом случае нет ограничений на магнитное чис
ло Рейнольдса Rem • В обычных условиях число Струхаля порядка 1. Но уже при малых 
числах Струхаля «вылавливаются. основные физические эффекты. Более сложные ап

проксимации, включающие и элементы численного моделирования, как правило, лишь 

перенормируют конкретные численные значения коэффициентов турбулентного транс

порта (диффузии, вязкости, коэффициенты спиральной генерации и т. д.). Пренебре

жение rot [uh] является корректным и в другом предельном случае - малых магнитных 

чисел Рейнольдса, Rem «: 1, и произвольных чисел Струхаля [21]. 
Далее мы будем работать в рамках двухмасштабного приближения: 

L» л, Т» т, 

где L, Т и Л, т - характерные пространственно-временные масштабы средних и флукту

ирующих величин. В этом случае мы можем рассматривать в мелкомасштабных урав

нениях сдвиг средней скорости как постоянный (однородный). Магнитное поле h в 
течении с постоянным сдвигом может быть определено через функцию Грина, впервые 

полученную Рэдлером (k.-Н.Rad1ег) [21]: 

Здесь 

Gij(X,~, t, Т) = "'щ(t - Т)а(Х - ~,t - TIUO). 

aUi 
'Y'·(t) = Б .. +-t 

'} '} aXj' 

{ ( 1 )3/2 {dpqxpxq } 
а(х, tlUO) = 4nlIm t ехр - 4vm t ' t ~ О, 

О, t < О. 

При коротких временах корреляции член dpq(t) имеет вид (см. [21]) 
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d () - 1: 1 (8Ир 8Иq ) 
pq t - U pq - '2 8xq + 8хр t, 

а rij ~ Dij' В этом случае решение уравнения (7) следующее: 

h(t) = 1 G(x -~, t)h(~, O)d~ + 11 G(x -~, t - Т) (B°'V) u(~,T)d~dT. (9) 

При временах Т :» Т можно пренебречь начальными значениями флуктуационного 
магнитного поля Ь. 

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ДВУХТОЧЕЧНЫХ КОРРЕЛЯЦИЙ 

Учитывая (9), получаем 

(10) 

и 

(11) 

Здесь обозначения 11 и 12 соответствуют (Х1, tд и (Х2, t2)' Необходимо определить сле
дующие двухточечные корреляции: 

(12) 

в однородной изотропной турбулентности лишь член ([w (B°'V 1)] w1 1) отличен от 
О (см. [19]). Эффекты слабой анизотропии, вызванной однородным маmитным по

лем, были также рассмотрены в [22]. Присутствие среднего сдвигового течения ведет 
к неоднородности и дополнительной анизотропии корреляционных свойств турбулент

ного поля скоростей. Основные линейные члены напряжений Рейнольдса имеют схо

жую градиентную форму в различных моделях турбулентного замыкания. Небольшие 

отличия имеются в определении транспортных коэффициентов (K-l-, К-е-модели и 
др.). Нелинейные обобщения напряжений Рейнольдса имеют смысл лишь для течений 

с твердыми границами (прямоyroльные и круглые каналы и т.д.). В рамках приближе

ния FOSA можно пренебречь нелинейностью в уравнении, определяющем анизотроп
ные свойства турбулентности. 

Сравнивая члены в уравнении для скорости, видим, что основным параметром, ха

рактеризующим степень влияния маmИТНОFО поля, является безразмерная комбинация 

(во2/ИОVtит)S, где ВО (в альфвеновских переменных) совпадает по величине с альф
веновской скоростью, иО - характерная средняя скорость, Щит - характерная турбу
лентная скорость, S - число Струхаля. В дальнейшем мы будем полаl'аТЬ, что 

во2 

-ИО В:» 1. 
VtUT 

(12а) 

в частности, в лабораторной установке в Центре МГД исследований Университета 

им. Бен Гуриона характерные маmитные поля равнялись (3 - 4) ·103 Гс, скорость пото
ка ртути, прогоняемого по цилиндрической трубе диаметром 10 см, равнялось 20 см/с, 
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характерная скорость турбулентных пульсаций - 1-2 см/с. для выполнения крите
рия (12а) достаточно, чтобы число Струхаля было больше 5·10-3. При этих значениях 
выполняется требование 8 « 1, необходимое для применимости теории сглаживания 
первого порядка. 

Orметим, что этот критерий выполняется и в солнечной плазмосфере. 

Соответственно, влияние сдвига средней скорости на двухточечные корреляции 

можно рассматривать как линейную поправку к основному состоянию, определяемому 

магнитным полем. 

Влияние однородного магнитного поля на корреляционные характеристики турбу

лентности анализировалось в [21,18,19,23]. Основной эффект состоит в том, что одно
родное магнитное поле отбирает часть энергии турбулентных пульсаций, переизлучая ее 

в виде альфвеновских волн, распространяющихся ВДОЛЬ линий магнитного поля. Тен

зор двухточечных корреляций в фурье-пространстве сохраняет свою структуру. Лишь 

коэффициенты становятся зависящими от угла между волновым вектором и магнитным 

полем. Отметим, что вид корреляционного тензора, полученный в [19,23], справедлив 
при малых магнитных полях и может быть получен соответствующим разложением бо

лее общего выражения, полученного в [21]. 
Предположим однородность и изотропность турбулентных пульсаций поля скоро

стей в отсутствие внешнего магнитного поля. Тогда корреляционный тензор скоростей 

в фурье-пространстве имеет вид 

(13) 

Средняя энергия и спиральность турбулентного потока равны соответственно 

{(uu») = J E(k,r..J)dkdvJ, {(urotu») = J H(k,r..J)dkdvJ. (14) 

В условиях применимости теории сглаживания первого порядка (FOSA) min (8, Rem ) « 
« 1 корреляционный тензор с учетом внешнего однородного магнитного поля имеет вид 
(см. [21]) 

(15) 

Поле турбулентных пульсаций условно можно разделить на однородную (без учета 

сдвига) uh и неоднородную (с учетом сдвига) unh составляющие. Неоднородная сос
тавляющая удовлетворяет линеаризованному уравнению 

(16) 

h определяется из (9). В нашем случае при получении вида неоднородных напряжений 
Рейнольдса можно пренебречь влиянием средней скорости на индуцируемое турбулент

ными пульсациями магнитное поле. Тогда уравнение для unh имеет вид 

(at - v!1- (BOV/ д) Unh = _V'pnh - (UOV') Uh - (UhV) UO. 
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1. Вычисление (B°V'I) (B°V'2) ([wI1uI2]). Умножая уравнение для W(Xl' tl) на 
О(Х2, t2) и проводя пространственное усреднение, получим 

(18) 

После ряда вычислений приходим к следующему выражению: 

Здесь 

для однородной компоненты турбулентного поля скоростей получаем 

(B°V'I) (B°V'2) ([wI1uI2])17 = ВОтВоn { \a~~~k ~~:) -\a~:U;~i ~~:)}. 
После интегрирования по углам однородная часть обращается в о. 

При малых числах Струхаля (коротких временах корреляции) можно воспользо

ваться теоремой о среднем при вычислении интегралов - вынести из-под знака инте

грала пространственные производные средних и турбулентных скоростей, взяв их сред

ние (локальные) значения. После скалярного умножения (19) на ПО получаем 

МА = х1 (n02в02 - (аовО)2 + ПО (B°V') [BOUO]) + 

+ ХО (n°V') (B°V') (ВОnО) + E:l(n°V')(B°V')(BoUO) + 

+ Е:2 (2в02 (по dUO) - (по (B°V') 2 UO) - (n°V') (B°V') (BOUO) ) . (20) 

Здесь 

(21) 

(22) 

пропорциональны турбулентной спиральности, суперспиральности, энстрофии и су

перэнстрофии соответственно. 

т1 ~ J G(x - Xl, t - t1)G(x - Х2, t - t2)~Bo (Хl - Х2 - х*, tl - t*) х 
х g(x*, t* )dXl dX2dx* dtl dt2dt* . 
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Под g(x*, t*) понимается пространственно-временная зависимость для соответствую
щей корреляционной функции. 

2. Вычисление ([w (B°V'I)] wl l »). Умножая уравнение для w(x, t) на W(XI, tl) и про
водя пространственное усреднение, получим 

(23) 

После РЯда вычислений приходим к следующему выражению: 

для однородной компоненты турбулентного поля скоростей имеем 

(25) 

где 

7"0 ~ J G(x, t)g(x, t)dxdt. 

Этот член пропорционален турбулентной суперспиральности (w rot w)}. в работе [19] он 
рассматривался лишь как диссипативныЙ. Однако, поскольку спиральность не явля

ется знакоопределенной величиной, он может быть как диссипативным, так и генера

ционным. Действительно, если средняя спиральность равна О, это не означает нулевую 

суперспиральность. Положительная и отрицательная плотность спиральности на раз

ных масштабах может быть источником как для последующего перераспределения спи

ральности, так и ее генерации. При больших числах Рейнольдса магнитная генерация 

спиральности существенно превосходит диссипативную. 

После умножения (24) на вО и использования теоремы о среднем получим 

Здесь 

пропорциональны турбулентной энстрофии и суперспиральности соответственно, 

Окончательно уравнение баланса спиральности приобретает вид 

at (vrotv») = МА + M~ + МВ - 211 ((wrotw»). 
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Новые члены (20), (26) в уравнении баланса спиральности являются функциями 
внешнего магнитного поля, сдвига (завихренности) средней скорости и корреляцион

ных функций турбулентного поля скоростей. Эффект генерации спиральности является 
существенно нелинеЙным. Зависимость от внешнего магнитного поля является более 

сложной вследствие его влияния на коэффициенты е, Х. 

Следовательно, турбулентное течение с неоднородным сдвигом средней скорости и 
внешним однородным магнитным полем может генерировать гидродинамическую спи

ральность. 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Мы получили уравнение баланса гидродинамической спиральности в турбулент

ном МГД течении. Прямой анализ выявляет, что сдвиг средней скорости и вызванная 

им анизотропия корреляционных свойств случайного поля скоростей являются доста

точными условиями генерации спиральности. Подчеркнем, что в лабораторных МГД 

течениях спиральные спектры наблюдались лишь при помещении в поток решетки 

(ЬопеусотЬ), приводящей к появлению резких пространственных rpадиентов средней 

скорости. Особо отметим, что при этом в основном течении либо регулярная средняя, 

либо турбулентная компоненты скорости должны иметь внутреннюю (скрытую) топо

логическую структуру, в частности, ненулевую суперспиральность (wrotw)}. Именно 
суперспиральность ответственна за хорошо известный диссипативный механизм гене

рации спиральности, впервые продемонстрированный в [24]. При больших числах Рей
нольдса этот эффект может оказаться основным механизмом появления спиральности. 

Ненулевая суперспиральность является общим свойством систем с флуктуациями спи

ральности. В уравнении баланса спиральности содержатся члены, связанные с другими 

подобными топологическими характеристиками. Следует подчеркнуть, что речь идет не 

только о средней турбулентной суперспиральности (или иной подобной квадратичной 

комбинации), но и о суперспиральности среднего течения. Другими словами, присут

ствие скрытых топологических свойств крупномасштабных и мелкомасштабных вихре

вых движений при воздействии внешнего магнитного поля является основным источ

ником генерации средней гидродинамической спиральности. Внешнее магнитное поле 

служит спусковым крючком к генерации спиральности. 

На наш взгляд, в основе генерации спиральности лежит следующее. Предполо

жим, что в отсутствие внешнего магнитного поля существует баланс лево- и правовин

товых регулярных (случайных) движений. Во внешнем магнитном поле распростра

няются случайные альфвеновские моды, пространственный спектр которых отражает 

пространственную структуру невозмущенных регулярных и случайных движений. Од

нако частота альфвеновских волн зависит от их масштаба, т. е. эти моды входят уже с 

различным «весом», что И приводит, В конце концов, к нарушению симметрии лево

и правовинтовых движений. Этот эффект оказывается схожим с механизмом диссипа

тивной генерации спиральности [24], где различие диссипации для разных масштабов 
также приводит к нарушению изначальной зеркальной симметрии. 

Как мы уже подчеркивали, скорость роста спиральности зависит от корреляци

онных характеристик основного состояния, которые, в свою очередь, убывают с ро

стом магнитного поля ос (1 + аво2 + ьво4)-I. Соответственно, генерация спиральности 
ос во2 / (1 + аво2 + ьво4) и, как видно, имеет критические значения магнитного поля 
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с максимальной скоростью роста. Величина критического магнитного поля зависит от 

основных усредненных характеристик турбулентного течения. Именно подобное пове

дение наблюдалось в экспериментах Центра МГД исследований (Беер-Шева, Израиль): 

при возрастании внешнего магнитного поля устойчиво наблюдаемый спектр «минус 

семь третьих» сменялся двумерным спектром «минус четыре». 

Авторы выражают благодарность А Эйдельману (Беер-Шева, Израиль) за предо

ставленные лабораторные данные и плодотворные обсуждения. Работа выполнена при 

частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований 
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