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Рассматривается обобщенный вариант неравновесной термодинамики разреженных 

газов, построенный на основе линеаризованных уравнений моментов метода Грэда. По

казано, что несмотря на усложнение вида термодинамических сил, включающих про

странственные производные от потоков, производство энтропии сохраняет вид билиней

ной комбинации обобщенных термодинамических потоков и сил. Использоваиие теории 

возмущений по малому числу Кнудсена обеспечивает переход от полученных выражений 

к известным результатам метода Чепмена-Энскога на уровне линеаризованноro барнет

товского приближения. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1998 

Методы кинетической теории газов нередко используются для обоснования гра

ниц применимости феноменологической неравновесной термодинамики [1,2]. В ра
ботах последних лет [3-6] бьmо снято одно из долго существовавших ограничений в 
использовании неравновесной термодинамики, утверждавшее, что классическая форма 

совместима с кинетической теорией разреженных газов лишь на уровне первого при

ближения известного метода Чепмена-Энскога [7,8]. Была показана согласованность 
неравновесной термодинамики и с более высокими приближениями метода, например, 

с результатами линеаризованного барнеттовского приближения. В последнем случае в 

выражении для локального производства энтропии появляются дополнительные члены, 

пропорциональные вторым производным от скорости И температуры, и соответствую

щие им «нефизические» потоки, введение которых обеспечивает выполнение соотно

шений Онзагера [5,6]. 
Еще Грэдом на основе развитого им метода моментов [9,10] была отмечена воз

можность применения неравновесной термодинамики в более широких ситуациях, ко

гда неравновесное состояние газа (и неравновесная энтропия) определяются не только 

локальными значениями плотности и внутренней энергии (температуры) газа, как в 

обычной классической схеме неравновесной термодинамики, но и любым числом до

полнительных переменных состояния (моментов функции распределения). Эта идея 

была затем реализована в попытках построения так называемой обобщенной термо

динамики неравновесных процессов (extended irreversible thermodynamics), в которой в 
качестве дополнительных переменных используются тепловой поток и тензор вязких 

напряжений [11-13], а иногда и большее число моментов [14,15]. 
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Специфическая область применения обобщенной термодинамики неравновесных 
процессов связана с анализом ситуаций, когда характерное время задачи сравнимо с 

временем релаксации за счет столкновений молекул, что предопределяет использова

ние в теории нестационарных уравнений моментов. Вместе с тем остались фактиче

ски в стороне вопросы, связанные с учетом в линеаризованных уравнениях моментов 

пространственных производных от потоков (моментов) другой тензорности. Их присуг

ствие в выражениях для потока тепла и тензора вязких напряжений, а также в других 

нефизических потоках, следующих из решения уравнений моментов, выводит эти вы

ражения за рамки стандартных линейных соотношений переноса классической нерав

новесной термодинамики. Можно показать, однако, что такое обобщение не приводит 

к противоречию с каноническими выводами неравновесной термодинамики. Несмотря 

на некоторое усложнение вида термодинамических сил за счет новых членов, выражение 

для производства энтропии по-прежнему сохраняет вид билинейной комбинации обоб

щенных термодинамических сил и потоков. При этом благодаря учету дополнительных 

моментов функции распределения существенно расширяется система феноменологиче

ских уравнений для потоков и сил, а для перекрестных коэффициентов в выражениях 

для потоков одинаковой тензорной размерности выполняются соотношения симметрии 

Онзагера. 

Построению именно такого обобщения неравновесной термодинамики посвящена 

настоящая работа. Выражение для локального производства энтропии выводится на 

основе разложения функции распределения в ряд по ортогональным тензорным поли

номам, представляющим собой (с точностью до нормировки) произведения полиномов 

Сонина на тензорные сферические гармоники, а также с помощью уравнений моментов, 

получаемых на базе линеаризованного кинетического уравнения. Применение теории 

возмущений по малому числу Кнудсена по отношению к системе уравнений моментов 

приводит затем к результатам, фактически совпадающим с известными результатами 

метода Чепмена-Энскога на уровне как первого, так и второго (барнеттовского) при

ближения. Это относится как к обобщенным выражениям для потоков и соответствую

щему им представлению для производства энтропии, так и к конкретным результатам, 

позволяющим рассчитывать все необходимые коэффициенты переноса с точностью, со

ответствующей учету произвольного числа полиномов Сонина в разложении функции 

распределения. 

2. РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИИ РАСПРЕДFЛЕНИЯ И УРАВНЕНИЯ МОМЕНТОВ 

Рассмотрим стационарное состояние разреженного одноатомного газа, описывае

мое с помощью функции распределения !(v,r), где v - скорость частицы, r - ее по

ложение. Пусть состояние газа слабо отклоняется от равновесия, тогда !(v, г) можно 
представить в виде 

(1) 

где ро) - локальное максвелловское распределение частиц по скоростям, Ф - малая 
добавка (Iфl «: 1), (3 = m/2kT, n - плотность, Т - температура, т - масса частицы, 
с = v - u - скорость частиц относительно центра масс, u - макроскопическая скорость 

газа. 
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Поправка Ф(v, r) удовлетворяет линеаризованному кинетическому уравнению 

Больцмана [8, 10] 

(У\7) ln 1(0) + (v\7)Ф = LФ, (2) 

где 

\71n 1(0) = \71np + (fЗс2 - 5/2)\71n Т + 2fЗс(\7о). (3) 

При этом 

(4) 

- линеаризованный оператор столкновений молекул со скоростями v и У1 (штрих озна
чает, что функции распределения зависят от скоростей молекул после столкновения), 

р = nkT - давление, (J'(g, П) - дифференциальное сечение столкновения, 9 - отно

сительная скорость сталкивающихся молекул, n - угол рассеяния. 

Полезно ввести определение скалярного про изведения функций в гильбертовом 

пространстве: 

(g, h) = ~ J 1(0)(c)g(c)h(c)dc. 

Параметры локального максвелловского распределения (n, о, Т) определены одинако
вым образом как на полной функции распределения 1, так и на 1(0), что приводит К 
условиям 

(l,Ф) = О, (с,Ф) = О, (с2 ,Ф) = О. (5) 

Ниже будут использоваться два известных свойства линеаризованного оператора 

столкновений [8]: соотношение симметрии 

('1', LФ) = (L'I', Ф) (6) 

и условие 

(Ф, LФ) ::; О. (7) 

Знак равенства в последнем соотношении отвечает случаю, когда Ф является инвари

антом столкновений частиц. 

Разложим неравновесную поправку Ф в ряд по ортонормированной системе тен

зорных полиномов РР. (W) от безразмерной относительной скорости частиц W = с..fiЗ: 

00 00 

Ф = L L aPS(r) 0 PPS(W), (8) 
р=О .=0 

где символ 0 принят для обозначения скалярного про изведения тензоров. Полиномы 
имеют вид [16,17]1) 

PPS(W) = "V S(S) (W2)RP(W) 
'Р. p+l/2 . (9) 

1) эти полиномы соответствуют ортонормированной системе собственных функций линеаризо
ванного оператора столкновений для модели максвелловских молекул [16], они совпадают также 
(с точностью до нормировки) снеприводимыми тензорными полиномами Эрмита, использован

ными впервые ГрэДом [18]. 
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При этом S;~1/iW2) - полиномы Сонина [1], RP(W) - тензорные сферические гар
моники [16], 'УР8 - нормировочный множитель: 

'УР8 = (-1)8 
2Р+8 8!(2р + 1)!! 
р!(2р + 28 + 1)!! . 

Полиномы рра нормированы условием 

, , ) 
(РРа рР S ) = {j , {j ,/1 (Р 

, РР 8а , 

где /1(Р) - единичный проекционный тензор [17]. 
Первые несколько полиномов имеют вид 

рОО = 1, рОl = J273 (W2 - 3/2), рl0 = hw, 

рll = y'475W(W2 - 5/2), 

30 _ ~ г-----l 
Р - y4/3WWW, ... 

г-----l 

ГI 
р20 = hww, 

(10) 

(11) 

При этом ааа ... используется для обозначения неприводимости тензора, например, 

Заметим, что из условия ортогональности полиномов рра С максвеJШОВСКОЙ весовой 

функцией следует 

аР" = ~ J рра j(О)Фdс = (ррв, Ф). (12) 

Благодаря условиям (5) имеем аОО = а1О = а01 = О, т. е. разложение (8) начинается 
фактически с полиномов рll, р20 С соответствующими им коэффициентами all , а2О . 

Уравнения для коэффициентов аР' (линеаризованные уравнения моментов) полу

чаются после умножения кинетического уравнения (2) на ро)рр, и интегрирования по 
скоростям. 

Ниже мы ограничимся для простоты рассмотрением медленных течений газа, когда 

наряду с малостью градиентов основных термодинамических величин (n, о, Т) выпол-
нено условие 

lul « JkT /т. (13) 

в этом случае можно пренебречь членами порядка u'\7ln ро) и (u'\7)Ф в уравнении (2). 
Последнее означает, что в уравнениях (2) и (3) можно в равной степени использовать 
переменную с или у. Соответствующая система уравнений моментов принимает тогда 

вид 

р'в' p's' 
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Легко заметить, что (с \7) ln ро) содержит линейную комбинацию полиномов p IO , рll И 
р20. Тогда с учетом условия ортогональности полиномов (10) имеем 

г1 
(РРВ, (c\7)lnj(O») = (../2/2) j3-1/2\71npbp lbso + V574j3-1/2\71ПТЬрlЬ8 1 +../2 \7оЬр2ЬэО, 

(15) 
Можно показать, что для симметричных неприводимых тензоров рра потоковый член 

в левой части (14) представляет собой линейную комбинацию производных по коорди
натам от коэффициентов р + l-й и р - l-й тензорных размерностей [16,17] 

L(PPS,cPP'S')®\7aP's' = f: (A~;I,S'\7ap+I,s' +B:;I'S'~P-I,S'), (16) 

~~ ~~ 

где операторы А и В даются выражениями 

,1 1 I AP+I,s = __ (РР' ® сРР+ ,8 ) 

р' 2р + 3 ' 
(17) 

1 ,1 1 ' 
вр- ,. = --(РР' ® срр- "). 

рв 2р + 1 

. Гl, 
Обозначение \7a P- I,s соответствует при этом симметричному неприводимому тензору. 

, гl , 
Так, если aP-I,s - вектор (р = 2), то \7a ls - неприводимый тензор второго ранга, 

___ '_ + __ J_ _ -bij-_l_. 1 (aa lS' aa IS') 1 aa l .' 

2 aXj aXi 3 дх! 

Правую часть системы (14), или «момент относительно интеграла столкновений», 
удобно выразить с помощью так называемых интегральных скобок от соответствующих 

полиномов. Воспользуемся с этой целью соотношением [17] 

(РР. LPP'S')=-b n[РР' pP's']t-(Р) , рр', , (18) 

где 

(19) 

При этом 

t-F = Р(с') + P(c~) - Р(с) - F(CI), 

Используя (18), находим 

00 

L "" L ' (ррв Lpp' ) tQ, аР' = - пА аРВ ,"<У рээ' , (20) 
р'в' 8'=0 

где Арв .' выражаются через известные интегральные скобки от полиномов Сонина [7,8]. 
С учетом явного вида (9) полиномов ррв имеем 

А ,= _1_'Vps 'Vps' [В(') (W2)R(p)(W) В(8') (W2)R(P)(W)] (21) 
рвв 2р + l' I p+I/2 ' p+I/2 . 
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При записи (20) и (21) учитывается, что полный след проекционного тензора t:.W) равен 
2р+ 1. 

Уравнения моментов принимают, таким образом, следующий окончательный вид: 

(РРВ (cV'lnj(O») + ~ (AP+l,S'V'ap+1,S' + BP-l,S'VaР-l,S') = _ ~nA аРВ' , L..J ps рэ L.J pss' , 

~~ ~~ 

(22) 

где первый член в левой части определен соотношением (15). 
Непосредственное использование уравнений моментов в форме (22) представляет 

интерес в тех случаях, когда их правая часть отлична от нуля. Легко заметить, что для 

полиномов рОО, plO И рОl правая часть исходных уравнений моментов (14) равна нулю в 
силу условия (7), поскольку эти полиномы являются инвариантами столкновений, со
ответствующими сохранению массы, импульса и энергии частиц при их столкновениях. 

В этом случае из (14) вытекают обычные уравнения сохранения (уравнения гидроди
намики) для MeД)leHHЫX течений газа: 

V'u = О, V'р + V'1I", V'q = О. (23) 

Здесь 11" - тензор вязких напряжений, q - тепловой поток, определяемые выражениями 

11" = тn C~ ,Ф) = v1pa20 , 
(24) 

q = р (fЗс2 - 5/2)С,Ф) = (5/4)1/2(J-l/2pall. 

3. РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ МОМЕНТОВ 

Уравнения (22) образуют бесконечную систему зацепляющихся уравнений (благо
даря присутствию потоковых членов в левой части для скалярных (р = О), векторных 
(р = 1) и тензорных (р = 2,3, ... ) величин. Их решение становится возможным, если 
мы ограничиваемся конечным числом членов в разложении (8). 

Рассмотрим приближение, когда в разложении оставлены члены, включающие тен

зорные полиномы не выше третьего ранга, т. е. положим аРВ = О при р 2: 4. Соответ
ствующие системы уравнений (22) для р = 1,2,3 ... принимают вид 

~ ~ 

(5/4)1/2(J-l/2V'IПТ8s1 + L (A~~'V'a2B' +B~:'V'aOB') = - LnAlSS,a1S', (25) 
~~ ~~ 

~Гl ~ ( , , ,Гl ,) ~ , 
v2V'u8so + ~ A~~ V'а3Э + Bj: V'a 1s = - ~ nА2вв,а2В , (26) 

(27) 
э'=О 8'=0 

Дальнейшие упрошения при решении уравнений возможны, если обрывать ряды при 

конечных значениях s и в'. В качестве примера рассмотрим известное приближение 
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20-ти моментов Грэда [9,10], когда наряду с коэффициентами а1l и а2О в разложении 
г-----l 

оставлен аЗО с соответствующим полиномом рЗО = J47З WWW. Коэффициент аЗО свя-
А ГI 

зан с моментом функции распределения третьего порядка S = m J ссс fdc, так что 

Уравнения (25)-(27) в этом случае принимают вид 

J574 fЗ- 1 / 2V' lnT + A~~V'a20 = -nА111аll, 
гl гl 

v2V'u + А~~V'аЗО + В~БV'аll = -nА200а20, 
гl 

В2О"'а 2О - пА аЗО ЗОV -- ЗОО • 

(28) 

(29) 

Коэффициенты А и В, а также Apssl рассчитываются на основе выражений (17) и (21). 
Используя известные выражения для интегральных скобок, связывающие их с Q(I,8)_ 

интегралами [7,8], и учитывая соотношения (24) и (28), приходим к следующим выра
жениям для q, 1г И в: 

q = -L ll [V'T + ~ ! V'1Г] 
т 5 р , 

(30) 

1г = -L22 V'u + - - V'q + - V'S , [ Гl 2 1 гl 1 А] 
5 р 2р 

(31) 

гl 

А V'1Г 
S = -LЗЗ 2р , (32) 

где 

(~) = (д1Гjk + д1Гik + д1Гij ) _ ~ (д1Гil бjk + д1Гjl бik + д1Гkl бij ) . 

ijk дх; aXj aXk 5 дХI дХI дХI 

Коэффициенты L ll , L 22 и LЗЗ связаны с коэффициентами вязкости и теплопроводно
сти [7]]1 И [Л]I, возникающими в первом приближении (по числу полиномов Сонина в 
разложении Чепмена-Каулинга): 

где 

(33) 

Вообще говоря, система уравнений (30), (31) для q и 1г требует самосогласован
ного решения, поскольку термодинамические силы содержат производные от потоков. 

Эта ситуация несколько отличается от привычного представления феноменологических 

уравнений неравновесной термодинамики, в которых слева фигурируют потоки, а спра

ва - градиенты обычных гидродинамических переменных. Легко, однако, видеть, что 
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эта система может быть формально приведена к классическому виду, но с кинетиче

скими коэффициентами, представленными в оператор ной форме. Такое представле

ние равноправно используется в канонической неравновесной термодинамике наряду 

с обычным [1]. 
Выражения для q и 1Г, отвечающие известному приближению 13-ти моментов [9], 

следуют из (30)-(32), если положить § = о. В этом случае возможен другой способ пред
ставления уравнений (30), (31) в форме, близкой к канонической. Поток тепла q может 
быть выражен через градиенты давления и температуры (см. ниже формулу (45». Тогда 
в выражении для 1г справа остаются только производные от обычных термодинамиче

ских переменных (включая вторые производные от температуры и давления). 

Учет большего числа членов в разложении заметно усложняет структуру полученных 

решений, хотя формальное представление решений для коэффициентов паР' сводится 

в основном к нахождению обратной матрицы коэффициентов (Ар.,' )-1. для прибли
жения 26-ти моментов подобные решения рассматривались, например, в [14,15]. 

4. УРАВНЕНИЕ БАЛАНСА ЭНТРОПИИ 

В основе неравновесной термодинамики лежит, как известно, локальное уравне

ние баланса энтропии, которое может быть получено из полного (не линеаризованного) 

кинетического уравнения для f в результате умножения на In f и интегрирования по 
скоростям. Локальная плотность энтропии ps (р - плотность) определена при этом 

выражением [1,19] 

рв = -k J flnfdc + kn (34) 

(k - постоянная Больц~ана, n - плотность частиц), а само уравнение баланса для 
стационарного случая имеет вид 

(35) 

где 

J s = -k J vflnfdc + knu (36) 

- плотность полного потока энтропии и 

а = -k J f(O) IпfLФdс (37) 

- локальное производство энтропии. 

Подставляя f в виде (1) в (34), (36) и (37) и используя условия (5), с точностью до 
членов, квадратичных относительно малой добавки Ф, получаем 

kn 2 
ps = (ps)o - т(1, Ф ), 

q kn 2 
J = psu + - - - (с Ф ) • т 2 ' , (38) 

а = -kn(Ф, LФ). 
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Здесь индекс «О» соответствует определению плотности энтропии в состоянии локаль

ного равновесия. 

Используя разложение (8), можно представить (34) и (36) как 

ps = (ps)o - k; '2: aPSaPS , 
р,> 

(39) 

q kn '" '" " " J s = psu + т - "2 ~ ~ аР> (РР> , сРР s )аР s . 
p,s р' ,S' 

в приближении 20-ти моментов эти выражения принимают вид [14] 

1 т 1 т АА 

ps = (ps)o - 4рТ 1f1( - 5pkT2 чч - 12 pkT2 88, 

~ 2 5 А 
Jsi = PSUi + Т - 5ртqj7Гij - 14ртSijk7Гjk. 

(40) 

Далее нас будет интересовать, главным образом, выражение (38) для локального 
производства энтропии (J'. Подставим в него разложение для Ф и заменим линеари

зованный интеграл столкновений LФ на левую часть кинетического уравнения (2). В 
результате имеем 

T(J' = -kт'2:nаРs 18> 
р,> 

[(PPS, (с'\7) ln 1(0») + '2: (РР8, сРР' 8') 18> '\7 аР' 8'] , 
р' ,s' 

(41) 

или с учетом определений (24) и (16) 

T(J' = --q'\7Т -11' 18> '\7п - kT nаРВ 18> Ap+J,s '\7aP+1,8 + BP-l,s '\7aP- 1,8 (42) 1 гl L ['2:00 , , ,Гl,] 
т Р> Р8 • 

р,5 8'=0 

Первые два члена в (42) соответствуют обычному представлению локального про
изводства энтропии в виде билинейной комбинации потоков q и 11' И сопряженных им 
термодинамических сил, которое получается в рамках классической схемы неравно

весной термодинамики для векторных и тензорных явлений [1]. Новым оказывается то 
обстоятельство, что эти же потоки (ра" ,...., q и ра2О ,...., 11') фигурируют вместе с сопря
женными к ним дополнительными силами в следующих членах выражения (42). 

для приближения 20-ти моментов вычисление производства энтропии в этом слу

чае дает 

T(J' = -ч -'\7Т + -'\711' -11' 18> '\7п + - -'\7ч + -'\78 - -818> '\711'. ( 1 2) ( 2 1 1 А) 1 А гl 
Т 5р 5 р 2р 2р 

(43) 

Соответствующие представлению (43) линейные феноменологические соотношения не
равновесной термодинамики полностью согласуются при этом с выражениями (30)
(32), которые следуют из непосредственного решения системы уравнений моментов. 

Отметим, что усложнение вида термодинамических сил за счет производных от по

токов в уравнениях (30) и (31) не вызвало необходимости в ревизии значений коэффи
циентов L 11 и L 22 , которые по-прежнему определяются значениями обычной вязкости 
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и теплопроводности. Более того, как и в обычной классической схеме [1], производ
ство энтропии оказывается линейной комбинацией квадратичных относительно пото

ков членов: 

1 1 1 А А 
Та = -qq+ -1Г01Г+ -S0S. 

L ll L22 Lзз 
(44) 

Условие а ~ О (положительность производства энтропии), которое следует из свой

ства линеаризованного интеграла столкновений (7), гарантируется при этом положи
тельностью коэффициентов L ii или очевидными условиями 'г/ > О, л > о. 

Заметим, что для медленных течений из уравнения движения (23) следует V'1Г = 

= - V'p, при этом выражение (30) для теплового потока принимает вид 

(45) 

Любопытно, что в известной монографии [20] при выводе выражения для производ
ства энтропии используется существенное предположение о том, что тепловой поток 

может зависеть только от градиента температуры. Соответствующее обоснование вы

глядит следующим образом [20, стр. 274]: «Если бы в q входил член, пропорциональный 
V'p, то в выражении для производства энтропии прибавился бы еще член, содержащий 
произведение V'pV'T. Поскольку последнее может быть как положительным, так и от
рицательным, то и производство энтропии не бьmо бы существенно положительным, 

что невозможно». 

На самом деле, из полученных выше выражений (44) и (45) следует, что отвечающая 
тепловому потоку часть производства энтропии может быть представлена в виде 

(46) 

т. е. остается существенно положительной несмотря на наличие в выражении для теп

лового потока члена с градиентом давления. 

В системе уравнений (30)-(32) отсутствуют перекрестные члены, для коэффици
ентов которых обычно выполняются соотношения Онзагера. Это связано с тем, что 

этим уравнениям отвечает набор минимального числа полиномов в разложении для Ф 

одинаковой тензорной размерности (первого, второго и третьего порядков). Легко убе

диться, что при учете большего числа коэффициентов разложения и соответствующих 

им потоков (не имеющих уже прямого физического смысла) можно получить набор ли

нейных феноменологических соотношений для потоков, в которых будут существовать 

перекрестные члены. Так, если в качестве потоков JPs выбрать коэффициенты nаРВ , а 

в качестве термодинамических сил - выражения 

то система линейных феноменологических уравнений различной тензорности, связы-
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вающих термодинамические потоки и силы, принимает вид 

..08 = ~ L(O) F1s' 
.j- L...J вв' , 

8' 

JPS = ~ L(p) FPo' L..J 88' , 

о' 

(48) 

где перекрестные кинетические коэффициенты L~}, удовлетворяют соотношениям Он
загера (L(p) = L(p» 

S8' 51 s • 

Уравнения (48) имеют ту же структуру, что и непосредственное решение уравнений 
(22) для коэффициентов nаРО • При этом матрица феноменологических коэффициен

тов Lij совпадает с обратной матрицей коэффициентов А. Симметрия перекрестных 

коэффициентов следует тогда из симметрии коэффициентов Арв." определяемых вы

ражением (21). 

5. связь С РЕЗУЛЬТАТАМИ МЕТОДА ЧЕПМЕНА-ЭНСКОГА 

Полезно выяснить, при каких предположениях результаты, получаемые методом 

моментов, согласуются с выводами традиционного метода Чепмена-Энскога [7,8]. По
следний основывается, как известно, на применении теории возмущений, когда в ка

честве малого параметра используется число Кнудсена (Кn = 1/ L «: 1, где 1 - средняя 
длина свободного пробега частиц, L - характерный размер задачи). Параметр кп- I 

вводится в правую часть кинетического уравнения, и функция распределения разла

гается в ряд по малому числу Кнудсена. Мы применим эту процедуру не к функции 

распределения, а к коэффициентам разложения атn . Такая возможность связана с тем, 

что коэффициенты Арв.' в правой части линеаризованных уравнений моментов име

ют порядок обратного характерного времени 7-1 между столкновениями частиц, где 
7 = 1/{v) = [1]]I/P, (v) - средняя тепловая скорость частиц. 

Используя формальное разложение коэффициентов аРВ в ряды вида 

Р' - рв + кn Р. + кn2 ps + а - а(1) а(2) а(з)' .. , 

подставляя эти ряды в (25)-(27) и приравнивая члены при одинаковых степенях Кп, 
приходи м к системам уравнений первого, второго и т. д. порядков теории возмущений. 

Первому приближению соответствует система уравнений, в левой части которых опу

щены потоковые члены с производными от коэффициентов aPs (Р = 0,1,2,3 ... ). для 
векторных и тензорных коэффициентов att и a~t имеем, в частности, две независимые 
системы алгебраических уравнений вида 

00 

- .J574 ;з-1/2"Уlп Тбрl = 2: nA1Poalt), 
8=1 

гl 00 

- v2 "Уuбр2 = 2: nA2psaZt)· 
(49) 

.=0 
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Эти уравнения могут быть разрешены относительно потоков J 18 = nаМ и J 28 = nаи) 
для любого конечного значения р =~. В частности, в любом приближении по ~ НaJШ
дятся значения nаН) и na~?) или соответствующие им тепловой поток q и тензор вязких 
напряжений 1Г. Последние могут быть представлены как 

гl 

q = -л"\1Т, 1г = -21]"\1о. (50) 

Нетрудно показать, что эти решения полностью соответствуют результатам первого (не
барнеттовского) приближения в методе Чепмена-Энскога [8]. 

Напомним, что поправка первого приближения к функции распределения в этом 

методе ищется в форме 

П гl 

Ф1 = Фt (с"\1) In Т + ФрСС 0 "\1о, 

причем для Фt И Фр используются разложения вида 

1 ~ lk СФt = - L...- A 1k P , 
n k=1 

П 1 ~ 2k 
ссФр = - L...- А2k Р . 

n 
k=O 

(51) 

(52) 

Сравнение (51), (52) с разложением (8) для Ф показывает, что коэффициенты aik и A ik 

связаны соотношениями 

lk 1 
а(1) = -А1k "\1IпТ, 

n 

Тогда из определений (24) следует 

f5 -1/2 
Л=-У"4kf3 А11 , 

2k 1 гl 
а(1) = - A2k "\1о. 

n 
(53) 

Система алгебраических уравнений для отыскания коэффициентов Aik в методе 

Чепмена-Энскога получается из интегральных уравнений для Фt и Фр [7,8] умноже
нием последних соответственно на РО)р1n И j(O)p2n С последующим интегрированием 

по скоростям. Легко обнаружить, что эти уравнения полностью эквивалентны системе 

(49), если поставить в последнюю соотношение (53). 
Таким образом, коэффициенты А11 и А20 , через которые выражаются л и 1], нахо

дятся (в любом приближении по О и в том, и другом методах фактически из аналогич

ных систем алгебраических уравнений. 

Обратимся теперь к следующему (барнеттовскому) приближению в методе Чепме

на-Энскога. Поправка Ф2 в линеаризованном барнеттовском приближении имеет, как 

известно, вид [5,6] 

ГI 

Т "\1"\1 Т u ~ v n2 
Ф2 =фв 0 -т +фв 0 v уо +Фвсv о. (54) 

Выражение для производства энтропии, получаемое при использовании Ф1 (51) и Ф2 
(54), записывается в форме [6] 

(55) 
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где дополнительные «нефизические» потоки определены как 

JT = nkT ( Фt~ , Ф ), JV = nkT ( ( Фр ~ + ~) С, Ф ) , 

j'''= nkT (ФР~С,Ф) . 
(56) 

Представлению (55) соответствуют три независимых системы феноменологических 
уравнений вида 

q = -Аll\71пТ - AI2\72U, 

JV = - А21 \7 lп Т - А22 \72u, 
ГI 

гl \7\7 Т 
11" = ->'l1\7u - >' 12 ---Т' 

ГI 

т гl \7\7 Т 
J = ->'21\7u - >'22---Т, 

г-1 
JU = - L ll \7\7u , 

(57а) 

(576) 

(57в) 

причем перекрестные коэффициенты каждой пары уравнений (57а) и (576) удовлетво
ряют соотношениям Онзагера (А12 = А21 И >'12 = >'21). 

Покажем на примере векторных потоков q и JV, что совершенно аналогичные по 
структуре выражения могут 6ыть получены из приведенных выше результатов метода 

моментов. Заметим предварительно, что решение уравнения для Ф'В, как и для Фt , 

можно искать в виде разложения по полиномам plk: 

(58) 

Как уже отмечалось, матрица коэффициентов Lij в выражении (48) для JPS = nаРВ 
является 06ратной матрицей коэффициентов Apss'. Используя интегральные уравнения 

метода Чепмена-Энскога для Ф'В и Фt [6-8], а также разложения (52) и (58), нетрудно 
получить следующие соотношения: 

(59) 
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Запишем теперь выражения для q и JV В виде 

= kT ~ ~ (с (ДС2 - Л ' PlS(W») L~~,Fls' , 

JV = nkT (с ( Фр ~ + ~) , Ф ) = kT ~ (с ( Фр ~ + ~) , pls (W») nal • = 

= kT~~ (с (Фр ~ +~) ,PlS(W») L~l;,Fl.'. 

с учетом (59) соотношения (60) могут быть пере писаны как 

Используя (52), (58) и явный вид выражений для F lk (47), имеем 

q = kTn {(сФt,(С'\7)lП j(О») + ~ ~(СФt,ср2k)'\7а2k}, 

JV = kTn {(сфв,(С'\7)lП j(О») + ~ ~(сфв,ср2k)'\7а2k}. 

(60) 

(61) 

(62) 

Используя разложение аРВ по теории ВОЗМуШений, мы можем теперь заменить чле

ны с производными '\7аРВ с помощью второго соотношения (53), соответствующего пер
вому приближению. В результате имеем 

q = nkT { (СФt, (с'\7) ln j(O») + ~ (СФt, С ~ Фр ) '\7~ } , 

JV = nkT {(СФв,(С'\7)lПj(О») + ~ (СФв,С~Фр) '\7~}. 
(63) 

Используя выражение (3), удерживая в '\71n ро) слагаемое с '\7р = 'ГJt.u и выделяя в членах 
гl 

с '\7'\7u векторную часть, приходим к следующему окончательному результату: 

(64) 

Легко заметить, -что полученные выражения полностью согласуются с (57а). При 

этом в соответствии с определением ,\ [7,8] имеем AIl = '\Т. Докажем теперь симмет
рию кинетических коэффициентов. Действительно, 

(СФв,с (ДС2 -~)) = (СФв,L(СФt»), 
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где использовано известное [7,8] интегральное уравнение для Фt • 

Благодаря условию симметрии (6), имеем 

(СФв,L(сФt ») = (сФt,L(сФЫ) = (СФt , С (Фр ~ +~)) , 
где использовано также интегральное уравнение для сФв [6]. Из полученных соотно
шений следует, что Л12 = Л21. 

С помощью преобразований, аналогичных приведенным выше, нетрудно показать, 

что и выражения для тензорных потоков 11" и JT могут быть представлены в виде линей
ных соотношений (57б). При этом для коэффициентов>. в этих соотношениях получаем 

>'11 = 2'Т} и 

(65) 

Приведенные результаты полностью замыкают схему получения феноменологиче

ских соотношений неравновесной термодинамики на уровне метода Чепмена-Энскога 

из линеаризованных уравнений моментов метода Грэда. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь

ных исследований (гранты NQ 97-01-00611 и NQ 95-03-08092). 
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