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Рассмотрено WIИяние множественного испускания квантов как на квантовомехани­

ческое состояние электрона при синхротронном излучении, так и на интенсивность из­

лучения. Расчеты проводятся при помощи варианта теории возмущений, основанного на 

применении расширенных когерентных состояний. Получена общая формула для числа 

испускаемых квантов, учитывающая их взаимное влияние. На примере модельной задачи 

показывается отсутствие инфракрасной катастрофы в модифицированной теории возму­

щений. Рассчитывается матрица плотности электрона, анализ которой позволяет сделать 

вывод об увеличении с течением времени степени его пространственной локализации при 

движении в режиме ускорения. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Ранее (см., например, [1] и цитированную там литературу) было проанализирова­
но влияние излучения на траектории излучающих заряженных частиц в синхротроне. 

Анализ бьш проведен как на основе классического уравнения Лоренца-Дирака, так и 

путем решения кинетического уравнения, коэффициентами которого являлись вероят­

ности квантовых переходов между различными стационарными состояниями электрона 

в магнитном поле синхротрона. Расчеты показали, что при отсутствии фокусировки в 

магнитном поле должно наблюдаться увеличение радиальных флуктуаций траектории и 

увеличение продольных флуктуаций импульса с течением времени. В фокусирующем 

магнитном поле на начальном этапе ускорения излучение приводит к возникновению 

радиационного трения, обусловливающего затухание радиальных и вертикальных коле­

баний (так называемый радиационный демпинг-эффект). В последнее время анализу 

уравнений типа Лоренца-Дирака уделяется все большее внимание не только в связи с 

проблемами синхротронного излучения (см., например, работы [2-4]). НаЙдены новые 
решения уравнений Лоренца-Дирака в некоторых специальных случаях, привлекаются 

дополнительные аргументы из квантовой электродинамики для исключения нефизиче­

ских решений. 

Несмотря на несомненную ценность результатов, получаемых при помощи урав­

нений Лоренца-Дирака, нельзя не отметить, что из них оказываются исключенными 

важные свойства состояний излучающей частицы, не связанные непосредственно с тра­

екторией и не влияющие непосредственно на вышеперечисленные эффекты типа увели­

чения радиальных флуктуаций траектории. Речь идет, в частности, об эволюции фор­

мы волнового пакета частицы, оказывающей воздействие на излучение, а тем самым, 
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на силу радиационного трения и на траекторию. В данной работе делается попытка 

на основе модификации теории возмущений рассмотреть влияние множественного ис­

пускания квантов на эволюцию волнового пакета частицы, в частности, при синхро­

тронном излучении. В большинстве работ, посвященных квантовомеханической тео­

рии синхротронного излучения, такая задача не ставилась. Считалось, что излучающая 

частица обладает волновой функцией, определяющейся из уравнения Дирака. Между 

тем, при учете возникающего излучения частица является уже только частью квантово­

механической системы и ее состояние не может быть описано с той полнотой, которая 

вообще в принципе возможна в рамках квантовой теории. Общепринятым способом 

описания состояний частиц, входящих в состав большой системы, является матрица 

плотности. В работе показывается, что эволюция матрицы плотности свидетельствует 

о переходе частицы с течением времени во все более локализованные состояния, в кото-

. рых ее движение все более точно определяется законами классической механики. Тем 
самым получается дополнительное обоснование справедливости использования уравне­

ния Лоренца-Дирака наряду с более ясным представлением о неполноте той физической 

картины, которая описывается этим уравнением. 

Проблема устройства волновых пакетов излучающих частиц связана с изучавшейся 

ранее Лоренцем классической моделью распределенного электрона (см., например, [5]). 
Постановка данного вопроса в квантовой электродинамике приводит к хорошо извест­

ной проблеме ультрафиолетовой расходимости при попытке вычислить массу, заряд 

или энергию элементарной частицы. Более того, процедура перенормировки заряда в 

квантовой электродинамике обнаруживает внутреннюю противоречивость традицион­

ной фейнмановской формулировки теории возмущений (см., например, [6]). Было бы 
целесообразно проследить изменение форм проявления трудностей квантовой электро­

динамики при изменении формулировки теории возмущений с целью выяснить, какие 

из перечисленных выше проблем носят инвариантный характер. Может оказаться, что 

в измененной теории некоторые из них могут быть разрешены без привлечения до­

полнительных гипотез. Тогда это могло бы при~ести к новому направлению развития 

квантовой электродинамики и вообще теории квантованных полей. В данной работе 

на примере модельной задачи показывается, что в используемой здесь модификации 

по крайней мере в отношении инфракрасной катастрофы не возникает тех проблем, 

которые характерны для традиционной формы теории. Расчеты проводятся на основе 

общей формулы, описывающей взаимное влияние испускаемых квантов как проявле­

ние нелинейности, присущей квантовой электродинамике. 

2. ИСПУСКАНИЕ КВАНТОВ КЛАССИЧЕСКОЙ ЗАРЯЖЕННОЙ ЧАСТИЦЕЙ 

Запишем гамильтониан взаимодействия свободного электромагнитного поля с час­

тицей, обладающей зарядом Z (будем использовать атомные единицы: h = 1, 'еl = 1): 

~ 1 J ~ H int = - ~ jAdV, (1) 

где вектор плотности тока j предполагается определенной функцией координат и вре­
мени. Оператор векторного потенциала зададим в трехмерно-поперечной калибровке: 

А = '" 9 {f~ е eiqr + jiТ е* e-iqr } ~ q aq aq aq aq , (2) 
a,q 
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в виде стандартной линейной формы по операторам рождения nq и уничтожения laq 

фотонов в состояниях с поляризацией о: (о: = 1,2), импульсом q и энергией (;) = cq. Век­
торы поляризации eaq единичны и ортогональны q. Константы связи 9q = (27гс2 /(;)о.)1/2 
содержат нормировочный объем 0., и поскольку он не будет входить в окончательные 
выражения, впредь будем полагать О. = 1. 

Полный гамильтониан складывается из гамильтониана свободных квантов 

a,q 

и гамильтониана (1). Перейдем к представлению взаимодействия для полевых опера­
торов, например, 

Уравнение, определяющее эволюцию вектора состояния фотонного поля jt) в предста­
влении взаимодействия 

(3) 

в данном случае имеет точное решение в виде прямого произведения векторов коге­

рентных состояний фотонов: 

(4) 
a,q 

где вектор начального состояния с точностью до произвольного фазового множителя 

совпадает с вакуумным состоянием поля фотонов: 

jta) = еiФОjvас), Фа = const, 

t 

Qaq(t) = i 9
c
q J dt'e~Jq(t')eiwtl, 

to 

t 

Xaq(t) = J Im[QO<q(t')Q~q(t')]dt', 
t o 

jq(t) - фурье-образ плотности тока. Используя точное решение (4), можно вычислить 
все представляющие интерес величины. Так, среднее количество квантов, возникших 

к моменту времени t, дается равенством 

(5) 

Заметим, что формула (5) дает среднее число испущенных квантов только при t _ 00, 

поскольку для формирования фотона требуется время порядка c/q, которое стремится 
к 00 при q - О. Именно в этом смысле и будем понимать в дальнейшем величины n aq . 
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Пусть кванты испускаются точечной частицей с зарядом Z, движущейся по траек­
тории г = fo(t). Тогда 

Mt) = Zvo(t)exp [-iqru(t)] , 

где VII(t) = ioo(t). После суммирования по поляризациям производная по времени от 

числа квантов может быть приведена к виду (при to -t 00) 

00 

(1' L n~)~Щ = Z22 g~ J dT[VO(t - ITI/2 + т /2)vo(t - ITI/2 - т /2) -
(t с 

п=I,2 -00 

1 
- 2(qvO(t -ITI/2 + T/2»(qvo(t -ITI/2 - т/2»] х 

q 

х ехр {iUJT - iq [ro(t - ITI/2 + т /2) - fo(t - ITI/2 - т /2)] } . (6) 

Применяя формулу (6) к синхротронному излучению, получаем 

:t L n~~ = z2 ~~ g~ 7 dT [сощот - ~ cos2 0(COS UJOT + COS (2t - ITI)UJO»)] х 
Q -00 

Х ехр {iUJT - 2iqR cos0 sin UJ;T cos (UJo(t -ITI/2») } , (7) 

где UJlI = еНО/'Утс, Vo = &0, Но - напряженность магнитного поля, R - радиус 

орбиты, m - масса частицы, 'у - лоренц-фактор. Угол 0 представляет собой угол 
наклона вектора q к плоскости орбиты. 

Выражение (7) периодично по времени с периодом То = 27r/UJo. Усредняя его по 
периоду, получаем 

JOO . [1 2 ( . UJOT) dT e'U;T "2 cos 0J2 2qR COS 0 Slll 2 + 

+ COSUJOT (1 - ~ cos2 0) Jo (2qR cos0 sin UJ;T)] . (8) 

Y'ITeM далее, что для любой периодической функции Р(т) имеет место формула 

00 00 То J e-iU;Т F(T)dT = L einu;To J eiU;T F(T)dT, 
-00 n=-оо О 

(9) 

где возможно преобразование суммы экспонент к сумме дельта-функций: 

00 2 00 L einu;To = ~ L б(UJ - n'UJo). 
ТО 

Н=-ОО n'=-оо 

ИСIЮ:lbJУЯ :по, а также (9). преобразуе\1 равенство (8) к виду 
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1г 

(~lt LII~;J~ = Z2~~g~ f ~ J dxe2inx {COS2XJO(2QR cos0sinx) (1- ~cos20) + 
" n=О О 

+ ~ cos20 J2(2QRCOS0SinX)} 27r8(1.JJ - nl.JJo). (10) 

Поскольку I.JJ = cQ > О, суммирование в (~O) проводится от нуля до 00. Учтем далее 
формулу (см. [7]) 

1г J e2i /-Lx J2,,(2a sinx)dx = 1Геi1Г /-L J"-/-L (a)J"+/-L (а), 
о 

а также рекуррентные соотношения 

2n 
Jn+1(z) + Jn- 1(z) = -Jn(z), 

z 
_ n I 

Jn- 1(z) - -Jn(z) + Jn(z), 
z 

( n I 
Jn+1 z) = -Jn(z) - Jn(z). 

z 
После этого формула (10) приобретает вид 

d - 00 [(nv) v2 (nv )] dt L n~~ = Z2g~ L 21Г8(I.JJ - nl.JJo) tg2 0Jn ~ cos0 + c~ J~ 2 ~ cos0 . 
'" n=() 

(11) 

При помощи (11) можно получить, в частности, известную формулу Шотта. Таким 
образом, полукласси'rеская теория дает для средней интенсивности синхротронного из­

.1учения результаты, совпадающие с классическими. Она содержит дополнительную 

Иllформаuию по сравнению с классической электродинамикой лишь в том отношении, 

'ПО позволяет, например, вычислять флуктуации числа испускаемых квантов, их сред­

lIeii Jнергии или суммарного импульса. Аналогичные результаты могут быть получены 

11 С.lучае движения заряженной частицы по произвольной траектории [8]. Во всех случа­
ях flОЛУ'/аЮТСЯ классические формулы для средней интенсивности испускаемого части­

uеи ИЗЛУ'lения. Кроме того, расчет среднего электромагнитного поля, сопровождающе­

го заряженную частицу при движении в вакууме, приводит к известным выражениям 

;JJ1Я запаздывающих потенциалов [9]. Отмеченное согласие между полуклассической и 
классической теориями является тем фундаментом, на котором может быть построена 

более точная квантовомеханическая теория взаимодействия излучения с излучающей 

частиuеЙ. 

3. ФОРМУЛИРОВКА КВАНТОВОМЕХАНИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ 

Рассмотрим взаимодействие электрона с полем собственного излучения. Перейдем 

к представлению Фарри, записывая волновой оператор электрона в виде разложения 

по стационарным состояниям вида (П.2), приведенным в Приложении, 
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где заранее исключены оперuторы античастиц, поскольку учет вкладов промежуточных 

состояний типа частиuа-античастиuа приведет лишь к малым поправкам в рассматри­

ваемом круге явлении. Операторы рождения dJ и уничтожения ~ обязаны подчиняться 
стандартным фермиевским коммутаuионным соотношениям. Оператор плотности тока 

приближенно (без учета вкладов электронно-позитронных пар) дается равенством 

Уат = c;;Jto:a;;J = с :2::dJiе'Ф~(r)О:а'Фе(r)еi(ЕгЕе)t (12) 

и' 

(здесь и ниже индексы а, ы� = 1,2,3 нумеруют проекции векторов на декартовы оси 
координат). Построим оператор 

(13) 

где ro(q, t) - подлежащий определению вектор, зависящий от передаваемого импульса 

q и от времени, ~o) - «нулевой» оператор плотности для момента времени t = О, 

-;::(0) - """ Jr d~ Pq - ~ kO' k+q,O" 

k,O' 

Здесь ~O" d;.0' - операторы рождения и уничтожения электрона в состоянии с импуль­
сом k и проекцией спина на ось Z, принимающей значения (J' = ±1/2. Отметим, что 
оператор (13) выбран в форме, удовлетворяющей закону сохранения заряда. Потребуем, 
чтобы текущее среднее значение от фурье-образа оператора (12) совпадало со средним 
значением от (13), 

(14) 

Тогда ro(q, t) будет приблизительно совпадать со средней координатой частицы в момент 
времени t. Определим далее отклонение тока от «нулевого» значения 

которое будет использовано для построения оператора взаимодействия в новом пред­

ставлении. Проведенное преобразование удобно тем, что операторы (13), отнесенные 
к различным моментам времени, коммутируют между собой, 

( ] 5) 

Используя (13), представим оператор электромагнитного взаимодействия 13 виде 
~ ~(O) ~(l) 

суммы двух слагаемых, Hint(t) = Hint(t) + Hint(t), где 

Щ~t(t) = -~ J jlO)(t)A(t)dV, 

Щ~t(t) = -~ J дj(t)A(t)dV. 
Тогда, очевидно, в силу (15), уравнение 

. d ~(O) 
z dt It) = Hint(t)lt) 
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будет иметь точное решение в виде прямого произведения векторов расширенных (или 

так называемых модифицированных [10]) когерентных состояний, 

It) = п ехр ( -iХаq - faiJlq + JlqQaq) 10), (19) 
a,q 

где (при to = О) 

t 

Qaq(t) = i gq J dt' e:~O)(t')eiwt' , 
с . 

(20) 

о 

t 

Xaq(t) = -~ J {Q:q(t')Qaq(t') - Qlq(t')Q"q(t')} dt'. (21) 

о 

Начальный вектор состояния 10) представляет собой прямое произведение вакуумного 
состояния электромагнитного поля Ivac) на вектор начального состояния движущейся 
частицы IФ), описываемого волновой функцией ф(r), 10) = IФ, vac). 

Выбор to = О (а не -00) обусловлен тем обстоятельством, что, как показывает даль­
нейший расчет, весьма существенной оказывается временная последовательность из­

менения состояния движущейся частицы, взаимодействующей с полем собственного 

излучения. В таком подходе неизбежно возникают проблемы с включением взаимо­

действия, нарушающим закон сохранения заряда, и появляющимся вследствие этого 

нарушения фиктивным излучением. Чтобы избежать необходимости вычеркивать фик­

тивные члены, можно прибегнуть к процедуре медленного включения взаимодействия 

путем замены константы Z на медленно нарастающий заряд Z(1-e-<t), где Е достаточ­
но мало. Время нарастания заряда Tin = Е- 1 должно быть велико по сравнению с w- 1 , 

но мало по сравнению с временем наблюдения (при этом должно соблюдаться условие 

t »w-1). Выяснив правило взятия интегралов при каком-то определенном q, можно 
затем распространить это правило на любые другие значения q. 

Если не учитывать поправок, порождаемых оператором H1~t, то равенство (19) пол­
ностью решает задачу расчета физических величин, представляющих интерес. В част­

ности, вместо (5) получаем 

что при ro(q, t) = ro(t) приводит к результату, совпадающему с (5). Таким образом, без 
учеТ<l H:,~! отличие рассматриваемого варианта квантовомеханической теории от по­
луклассической при вычислении среднего числа испускаемых квантов или их энергии 

возникает только тогда, когда функции ro(q, t) будут отличаться от ro(t). Вместе с тем, 
y'leT поправок, обусловленных H1~t, можно про извести при любом удобном выборе век­
торов ro(q, t). Положим ro(q, t) = ro(t). Тогда Qaq(t) = Qaq(t)Pq, где Qaq(t) дается своим 
полуклассическим выражением 

t 

Qaq(t) = i~9q J dt'e~qvo(t')exp {iwt' - iqro(t')}. 

о 
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для построения новой «модифицированной» теории возмущений по il~~t введем «ну­
левой» оператор эволюции 

дот = ехр {L Qcxq(t)f1q - Qlq(t)lcxq - iXcxq(t)} . 
сх,ч 

Вектор (19) теперь может быть переписан в виде It) = Do(t)IO). Перейдем далее к новому 
представлению операторов 

(23) 

Вектор состояния It) в этом представлении будет подчиняться уравнению 

(24) 

Учитывая (24), приведем среднее число квантов к виду 

(25) 

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОПРАВОК В МОДИФИЦИРОВАННОЙ ТЕОРИИ 

Раскрывая (25), обнаруживаем, что в разложении присутствуют члены, пропорци­
ональные четным степеням Z. Соберем главные из них, содержащие предэкспоненци­
альный множитель Z2. Они имеются в n~~Щ, а также в первом и втором членах ряда 
(25). Заметим, что при этом Z содержится также в показателях экспонент, входящих в 
до, DJ. Вычислим первый коммутатор из (25), используя следующие вспомогательные 
формулы: 

f- (t) - (f~ + Q~ (t») e-iwt . j-!q(t) = (ji,!q + Q~~q(t») e-iwt , схч - схч схч ,~ ~ ~ 

(26) 

Положим 

при этом 

(27) 
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Используя формулы (26), преобразуем коммутатор 

где QCXq(t, tl) = QCXq(t) - QCXq(tI), Поскольку операторы QCXq(t) уже содержат множитель 
Z, главные члены возникают от коммутации фотонных операторов с H~~t: 

(29) 

Усредним (29) по начальному состоянию системы, воспользовавшись равенствами 

Получим 

При вычислении следующих поправок в (25) будем сразу отбрасывать слагаемые, 
содержащие предэкспоненциальные множители более высокого порядка по Z, чем z2. 
По этой причине в выражении для коммутатора первого порядка при подстановке во 

второй и следующие члены под знаком суммы в (25) можно сразу отбрасывать слагае­
мые, содержащие операторы QCXq, Qlq. в возникающих выражениях операторы faq, nч 
можно свободно переставлять с операторами до, uJ, поскольку их коммутаторы содер­
жат не учитываемые нами поправки более высокого порядка по Z. в силу данного 
обстоятельства все слагаемые, в которых операторы уничтожения Тач располагаются 
правее других f-операторов, или те, в которых операторы рождения nч стоят левее 
других f-операторов, должны опускаться. В оставшихся слагаемых произведения опе­
раторов fcxql1'q' должны заменяться на коммутаторы басх , Mq -q'). Выполняя указанные 
преобразования, приведем главные члены, возникающие при раскрьпии двойного ком­

мутатора из правой части (25), к виду 

- ~: g~ ( fJJ (tl)е-iw(tгt,) Bcxq(tI)Uo(tl)fJJ (t2)Blq(t2)Uo(t2) + 

+UJ (t2)Bcxq(t2)UO(t2)fJJ ~I )Вlчиl )Uo(t,)eiw(t'-t'») . 

Собирая все члены указанного порядка, получим 
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t t, 

- eiwt , Qlq(t)B!q(t,)}Ua(t,)IO) + ~: g~ j dt, j dt2 {(0IИd(t,)е-iw(t,-t,) х 
а а 

х B",q(t,)Ua(t,)UJ (t2)B!q(t2)UO(t2) + 

+ UJ (t2)В!q(t2)Uа (t2)Иd (t,)eiw(t.-t,) B",q(t,) }Ua(t,)IO). (32) 

Расписывая в (32) все слагаемые, возникающие после подстановки явных выражений 
для B",q(t), после приведения подобных членов и сокращений находим окончательно 

Z2 2 jt jt ~t 
n",ч(О = -;J"gq dt, dMOIUa (t,) х 

а а 

х е",.д (t, )Uа( t, )UJ (2)e~~( t2)Ua(t2) 1 О)е -iw(t,-t,) . (33) 

Заметим, что при выводе (33) нигде не использовалась независимость вектора ro(q, t) 
от q, поэтому данная формула остается справедливой и в общем случае, который по­
лучится, если в (22) произвести замену ra(t) --+ ra(q, t). 

5. ИССЛЕДОВАНИЕ формулы ДЛЯ ЧИСЛА ФОТОНОВ 

Будем предполагать, что в разложении вектора начального состояния частицы 10) 
по состояниям с определенным импульсом Iki ) коэффициенты разложения Cki имеют 

максимум в точке ko и уменьшаются при отклонении ki от ko по закону Гаусса: 

где k = (k-L,Рi), ko-L зависит от времени, б[,б-L - поперечная и продольная (по от­

ношению к оси z) ширины пакета. Данное представление вытекает из рассмотрения 
состояний электрона в магнитном поле, приведенного в Приложении. для релятивист­

ских электронов неопределенность импульса в начальном состоянии много меньше ве­

личины самого импульса. При фактическом вычислении чисел испускаемых квантов 

по формуле (33) операторы токов предпочтительнее приближенно представить в виде 
разложений по состояниям с определенным импульсом в данный момент времени с за­

висимостью от времени, присущей плоским волнам. В настоящей работе это приближе­

ние аргументируется тем обстоятельством, что ввиду сильного воздействия излучения 

на состояние частицы в сопутствующей системе отсчета, превышающего то, которое 

вызывает внешнее поле, можно не учитывать квантование уровней во временной зави­

симости операторов. Действительно, уже из классической теории синхротронного излу­

чения следует, что средняя энергия излучаемых частицей квантов намного превосходит 

Wa. Ввиду этого среднее значение разности энергий частицы до и после испускания 

кванта оказывается много больше расстояния между уровнями поперечного движения. 

В этих условиях учет квантования уровней во временной зависимости операторов мо­

жет привести лишь к малым поправкам порядка 1/n (где n '" 'УЗ - среднее значение 
отношения частоты испускаемого кванта к Wa). 

Векторы k и kJ, входящие в операторы токов в (33), в результате действия элек­
тронных операторов превращаются в векторы ki - дq, где дq = I: qs, векторы qJ, q2, ... 

s 
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представляют собой импульсы испускаемых квантов. Заменяя данное выражение вели­

чиной ki(t) = ki - дk(t), где дk(t) - средний потерянный частицей импульс к моменту 

времени t, при подстановке во все не входящие под знак экспоненты сомножители 
из (33), получим 

t t 

naq(t) = ~22 9~ J dt\ J dt2е-i",(tгt,) L ICki 12(eaqv:<7,(q, t\»(e:qvi<7,(q, t2» х 
о о ki,cr l 

Х (vac; ki , o-IDJ (t\)P: (t\)Uu(t\)UJ (t2)Pq(t2)UU(t2)lki , 0-; vac) , (34) 

где 

Pq(t) = L щ.-q,<7,~,<7 exp{i(ck_q - ck)t}, 
k,u,u l 

причем ci = Cki(t), c:~ = Cki(t)-q, по повторяющимся индексам предполагается сумми­
рование. Слагаемое, соответствующее 0-' =f 0-, описывает процессы излучения, сопро­
вождающиеся переворотом спина электрона. 

Возможность дальнейшего упрощения возникает, если показатели экспонент, вхо­

дящих в состав операторов плотности в (34), преобразовать при помощи формулы 

(35) 

где р,(ч, Ч~) - некоторые функции. В данном подходе различные кванты предполага­

ются почти независимыми. В противном случае можно было бы говорить о сильной 

корреляции между испусканиями двух отдельных квантов, что не согласуется ни с полу­

классической теорией, ни с нижеследующим расчетом. В линейном по ДЧ приближении 

при q « ki имеем 

P,i(q, Ч~) ;:::j (V'cki-Q - V'ckJq~ ;:::j -qq~jm'Уi, (36) 

где 'Yi = cki jmc2• При q~ -t 00 функция р,(ч, ч~) перестает зависеть от ч~. 
Используя приемы вычисления средних из работы [9], получим 

t t 

naq(t) = J dt\ J dt2 L ICki 12QTaq(t\, o-')QiаQ(t2 , 0-') ехр[ -РiQ(t\, t2)], (37) 
о о ki,a/ 

где 

t 

QiaQ(t, 0-') = i ~ 9Q J e:Qvi,<7' (ч, t') exp[iwt' - iqri,<7' (ч, t')]dt', 

о 

при этом fi,<7' (ч, t) = Vi,<7' (ч, t). Показатель экспоненты, входящей в (37), дается фор­
мулой 
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Piq(tl, t2) = L [1 Qipql (t1, (1")12 (1 - ехр[ -iJ.ti(q, q')tl]) + 
{З,q/,(1' 

+1 Qipq' (t2, (1")12 (1 - exp[iJ.ti(q, q')t2]) - Q:pql(tl' (1")Qipq' (t2, (1") х 

х (1- exp[-iJ.ti(q,q')tl]) (1- eXP[iJ.ti(q,q')t2])]' (38) 

Функция (38) обладает очевидными свойствами 

Формула (37) содержит искомые поправки к полуклассическому выражению для числа 
испускаемых квантов. Она переходит в полуклассическую при малых IPiq(tl, t2)1 «: 1. 
Это отличие формул с физической точки зрения обусловлено учетом взаимного влия­

ния испускаемых квантов в (37) и отсутствием учета этого фактора вполуклассической 
теории. Распределение вероятностей чисел испущенных квантов в каждом состоянии 

уже не будет подчиняться закону Пуассона, отражая тем самым свойство нелинейности 

электромагнитных явлений в квантовой теории. 

Формула вида (37), очевидно, может быть использована при произвольном движе­
нии частицы, а не только в случае движения в синхротроне. для этого следует только 

пере определить величины Vi(7' (q, t), которые в самом простом подходе могут быть при­
ближенно вычислены для среднего значения вектора ki и усреднены по спину (в таком 
случае скорости v(q, t) и функция (38) перестают зависеть от индексов i, (1"). Оценим 
Pq для случая, когда скорость v(q, t) постоянна и равна уо. При этом 

Z е* v Qa (t) = _g aq О ei(",-qvo)t. 
q е qw-qvo 

Подставляя полученный результат в (38), получаем выражение, которое логарифми­
чески расходится вследствие медленного убывания подынтегральной функции при 

q' ----7 00. Это обстоятельство представляет собой проявление ультрафиолетовой расхо­

димости, часто встречающейся в электродинамике. В отличие от фейнмановской те­

ории возмущений ультрафиолетовая расходимость не приводит к катастрофе: из нее 

лишь следует, что (в отличие от предсказаний полуклассической теории) равномерно 

движущаяся частица не сопровождается поперечными квантами. Этот пример нагляд­

но демонстрирует зависимость формы проявления ультрафиолетовой расходимости от 

используемого варианта теории возмущений. Более подробное рассмотрение вопроса 

выходит за рамки данной работы, в которой для устранения ультрафиолетовой осо­

бенности будет применен стандартный прием, заключающийся во введении некоторого 

предельного импульса qc '" те. Получающееся в этом случае выражение для модуля 
функции (38) обладает тем свойством, что оказывается достаточно малым и весьма мед­
ленно (логарифмически) изменяющимся при изменении времен tl, t2' Явная оценка 
функции (38) для постоянного значения v(q, t) про водится в следующем разделе. 

6. ИНФРАКРАСНАЯ АСИМПТОТИКА ЧИСЛА ФОТОНОВ 

Рассмотрим асимптотическое поведение величины (37) при w = qc ----7 О. Как из­

вестно, в классической электродинамике (см., например, [11]), как и в полуклассиче­
ской теории, имеет место характерная зависимость naq сх: l/wЗ при w '-+ О. Ввиду этого 
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при интегрировании по импульсам полное число излучаемых квантов оказывается рас­

ходящимся логарифмически на нижнем пределе. Внесет ли какое-либо изменение в 

эту закономерность учет влияния излучения на состояние излучающей частицы, учи­

тываемое формулой (37)? для ответа на данный вопрос рассмотрим модельную задачу, 
когда заряженная частица, двигаясь с некоторой постоянной скоростью У1, при столк­

новении с точечным рассеивателем в момент времени tз > О изменяет свою скорость 
мгновенно на малую величину !1у = У2 - У1, l!1уl «: V1, а затем продолжает двигаться 

с постоянной скоростью У2' Условие малости скачка скорости позволит в дальнейшем 

значительно упростить расчет. Кроме того, поскольку разрыв скорости означает бес­

конечное ускорение, можно ожидать появления нефизических результатов. Требова­

ние малости величины скачка делает скорость почти непрерывной функцией, помогая 

избежать появления таковых. При проведении вычислений по формуле (37) возника­
ют проблемы с внезапным включением взаимодействия в начальный момент времени, 

нарушающим закон сохранения заряда, и появляющимся вследствие этого нарушения 

фиктивным излучением. Чтобы избавиться от необходимости вычеркивать фиктивные 

члены, можно прибегнуть к описанной выше в разд. 3 процедуре медленного включения 
взаимодействия. 

Поскольку скорость частицы предполагается определенной, в выражениях (38) 
опускаем индекс i и заменяем векторы Viu на текущее значение скорости. Проведем вы­

числение получающейся таким образом функции Pq(t1, t2), предполагая Tin «: tз «: t. 
для этого предварительно оценим величины f(t1, t2) = exp[±iqq't1,2/m,], входящие в 
правую часть (38). Ввиду того что излучение происходит в момент изменения скоро­
сти частицы, рассмотрим окрестность точки t1 = tз, t2 = tз, предполагая tз '" ,om/q2. 
Вектор q' представляет собой импульс, передаваемый движущейся частицей испускае­
мым квантам электромагнитного поля. Среднее значение этого импульса имеет поря­

док ml.!1vl, поэтому при малых q «: ml!1vl отношение q' /q может быть велико. Ввиду 
данного обстоятельства абсолютное значение показателей экспонент в f(t1, t2) в иссле­
дуемой области изменения параметров велико, а сами экспоненты оказываются быстро 

осциллирующими функциями И привносят пренебрежимо малые вклады в (38). Заранее 
исключая эти вклады, приведем (38) к более простому виду 

Pq(t1, t2) = L [IQpq,(t1)1 2 + IQpq,(t2)12 - Q~q,(t1)Qpq,(t2) (1 + e-iqq'(t,-t,)/m,)]. (39) 
.в ,ч' 

Проведем явное вычисление функции (39) для v(q, t) = уо = const. В этом случае, пред­
полагая qc много меньшим среднего импульса излучающей частицы, после взятия ин­
теграла по q' получаем 

- Z2 J ,([O'vaJ)2 .. 
рчи1, t2) - -4 2 3 do (1 '/ )2 {~SI(W2(t1 - t2»+ 

7r с - о Уа с 

+ iSi«W2 + (1)(tl - t2» + 2С - Ci(w2lt1 - t21) -

- Ci (lw2 + wllltl - t21) + lп (w21w2 + w11(tl - t2)2)} , (40) 

где о' = q' /2" wl = qeo'q/m" W2 = (с - o'va)qe, Si(O, Ci(O - интегральные синус 
и косинус, С = 0.5772··· - постоянная Эйлера. Выражение (40) обращается в нуль 
при t 1 = t 2 И медленно нарастает при увеличении разности времен !1t = It1 - t21. В 

нерелятивистском пределе при больших .!1t ~ l/cqc функция (40) аппрокси:мируется 
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Обратим внимание на малость коэффициента перед квадратной скобкой в данной фор­

муле. При увеличении Ы вещественная часть выражения (41) логарифмически возра­
стает, однако характерное время нарастания оказывается экспоненциально большим, 

поэтому во всей области изменения аргументов функцию (41) можно считать малой 
величиной. 

Перейдем к оценке числа испущенных фотонов за все время движения в нереля­

тивистском случае. Проводя интегрирование по частям, получаем, например, 

t 

n (t) = -i z2 g2 J dt е v(t )e-i",t,+iqr(t,) х 
"'ч с2 q ] "'ч ] 

о 

Учет значения первого члена в квадратных скобках на нижнем пределе неоправдан 

вследствие нарушения закона сохранения заряда в начальный момент времени. При 

использовании процедуры медленного включения взаимодействия этот вклад оказыва­

ется равным нулю. Проведем затем интегрирование по частям по t], используя те же 
соображения, что и при интегрировании по t2• Получим 

() Z2 21 e",qV2 I 12 N", t ~ -g + 
q с2 q c.v - qV2 + iaPq(t, t2)/at2 t,=t 

t t 

+ ~22 g~ J dt2 J dt] ехр{ ic.v(t2 - t]) + iq(r(t]) - r(t2» - Pq(t\, t2)} х 
о о 

д [ e",qv(t\) д ( e~qv(t2) )] (42) 
х at\ c.v - qv(t\) - iaPq/at\ at2 c.v - qV(t2) + iaPq/ at2 ' 

где отброшены быстроосциллирующие члены, не вносящие вклада в суммарное выра­

жение для числа испускаемых квантов. Первый член в правой части (42) отвечает той 
части поперечного поля, которая сопровождает движущуюся частицу и не связана с из­

менением ее скорости и с излучением. Поэтому ниже во всех расчетах характеристик 

излучения будет учитываться только второй, интегральный член. 

При вычислении производных по времени в (42) возникают непрерывные и б-об­
разные слагаемые, при этом последние обусловлены разрывом скорости, производных 

Qaq и Pq• Например, 

д ( e~qv(t2) ) 
at2 c.v - qV(t2) + iaPq(t\, t2)/at2 
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(43) 

Здесь В(О - тета-функция ХэвисаЙДа. Соотношение между непрерывными и б-образ­

ными слагаемыми в (43) можно оценить следующим образом. Суммарный вклад от 
В-функций можно снова взять по частям, при этом снова возникнет б-образный вклад, 

умноженный на величину скачка подынтегральной функции в точке t2 = tз. Этот скачок 
будет содержать в качестве множителя вторую производную от Рч , которая по поряд­

ку величины может быть оценена про изведением первой производной на некоторую 

среднюю частоту испускаемого кванта. Последняя не может превышать величину по­

тери энергии движущейся частицей и в силу этого пропорциональна малому параметру 

л = Vlt1vjvr. Отсюда видно, что учет непрерывных слагаемых в (43) означал бы учет 
следующих членов разложения интеграла по параметру л. Главным остается вклад от 

б-функций, которым ниже и ограничимся. 

Используя условие о медленном включении взаимодействия, получим 

Z е* V 
Qaq(t)=-gq ач 1 ei (",-qv,)t, Тin~tStз. 

С UJ-qvl 

в области tз < t результат имеет другой вид 

Q",q(t) = Z gq [( е~чУ! _ е~чУ2 ) ei(",-qv,)t, + е~чУ2 ei(",-qV,)t] . 

с UJ - ЧУ! UJ - ЧУ2 UJ - ЧУ2 

Имеем далее при Tin ~ t2 S tз 

8Pq(t l , t2) = -i ~ Q* (t) [~g (е* V )ei(",-qv,)t, х 
8t2 ~ {3ч' 1 С q' {3ч' 1 

{3ч' 

х (1 + ехр {_ iqq'~,- t2)}) + ~~ Q{3q,(t2)exp {_ iqqf~; t2)}] . 

При t2 > tз 
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Вычисляем б-образный вклад в интегралы по t2 в (42), устремляя t -400: 

00 

n",q(oo) = ~: 9~ J dt! ехр[ -iw(t! - tз) + iq(ro(t!) - rо(tз» - Pq(t!, tз)] х 
о 

8 [ e",qv(t!) ( e~qV2 1 
х 8t! W - qv(t!) - i8Pq(t!, tз)/8t! w - qV2 + i8Pq(t!, t2)/8t2 t,=t,+o -

- W - qv! + ;~~q\t!, t2)/8t2It,=t,_o) ] . 

Проведем здесь интегрирование по t!, ограничиваясь также б-образным вкладом. Учи­
тывая Pq(t2, t!) = Pq*(t!, t2), получаем 

_ Z2 21 e~q V2 1 
n",q(oo) - 2 9q ·8Р. ( )/8 с w - qV2 + Z q tз, t2 t2 t,=t,+O 

e~qv! 1 12 
- W - qv! + i8Рq (tз, t2)/8t2 t,=t,-O 

(44) 

Формула (44) решает поставленную задачу. Если не учитывать производных от Pq В 

знаменателях, то она совпадает со стандартными выражениями для чисел испускаемых 

в столкновении низкочастотных квантов, получающимися как в классической [11], так 
и в квантовой электродинамике при использовании стандартной формы теории возму­

щений [6]. Оценим производные от Pq , входящие в (44). Имеем 

8Рq(tз, t2) 1 = -2i Z2 '"' 2, [q'V!][q'V2] + О ( ) 
8t 2 ~ 9q ,2(, ') ! q , 

2 t,=t,+O С q' q w - q v! 

где O!(q) - величина первого порядка по q. При малых q, учитывая 

8Рq(tз, t2) 1 - 2· Z2 L 2 [q'V!]2 + О ( ) - - z- 9' ! q 8t2 _ с2 q q,2(W' - q'v ) , t,-t,-O q' ! 

а также V2 ~ V!, получаем 

(45) 

Здесь 

д = 2Z2 '"' 92 ([q'V!])2 
с2 7 q' q,2(W' - q'V!)· 

(46) 

В нерелятивистском пределе Vo « с из (46) получаем д ~ 4Z2vtqc/3Jrc2. Формула (45) 
не содержит инфракрасной особенности. Отклонение от закона n",q ос 1 / wз при умень­
шении w начинается с энергии порядка д. Эта энергия тем меньше, чем меньше энергия 
относительного движения заряженной частицы и точечного рассеивателя. Полученная 

оценка будет справедлива и в том случае, если скорость частицы изменяется не мгно­

венно, но за малое время по сравнению с временем формирования низкочастотного 

кванта. 
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7. ВЫЧИСЛЕНИЕ МАТРИЦЫ rшотноcrИ ПРИ СИНХРОТРОННОМ ИЗЛУЧЕНИИ 

Применим изложенный выше подход к вычислению матрицы плотности излучаю­

щей частицы. Точное выражение для нее в представлении, реализуемом преобразова­

нием (23), имеет вид 

'У(х, х', t) = (tlфt (х, t)ф(х', t)lt). (47) 

Рассчитаем (47) в первом приближении, заменяя вектор It) на вектор начального со­
стояния 10). Используя правило Бейкера-Хаусдорфа при надлежащем преобразовании 
операторов эволюции ИОЩ, UJ (t), а также операторы Qa.q(t) в форме (20), легко полу­
чаем 

'У(х,х', t) = 'Уо(х,х', t) ехр [-В(х - х', t)] , (48) 

где 'Уо(Х, х', t) = ф*(х, t)ф(х', t) - значение матрицы плотности, не учитывающее влияние 

излучения и определяющееся волновой функцией ф(х, t) точно описанного состояния 
электрона во внешнем магнитном поле. Функция В(х - х', t), стоящая в показателе 
экспоненты, дается выражением 

(49) 
q,a 

и обращается в нуль при х = х'. При IX - х'l -+ 00 функция (46) при обретает макси­
мальное значение, равное суммарному числу испущенных к данному моменту времени 

квантов. Средний импульс частицы может быть вычислен при помощи формулы 

p(t) = Ро + i J IФ(х, t)1 2\7' В(х, х', t)lx=x/ dЗх. (50) 

Отсюда вытекает, что значение градиента \7' В(х, х', t) определяет скорость уменьшения 
среднего импульса частицы вследствие испускания квантов. Если начальное состояние 

было стационарным, то величина IФ(х, t)1 2 не зависит от времени. В этом случае средняя 
сила, действующая на частицу, оказывается равной 

(51) 

Вычисление функции В(х, х', t) при синхротронном излучении совершенно аналогично 
проведенному в разд. 4 расчету скорости генерации квантов. Учитывая, что функция 
S фактически зависит от разности r = х - х', для усредненного за период значения 

показателя получаем 

7г 

S(r, t) = t ~2 J dB siпВ ~ n"-'о [ctg2 BJ~ (n;о sinB) + :~ J~ 2 (n;о SinB)] .Х 
о -

Х (1 - Jo (Т n~o sinBo SinB) ехр (ir n~o cosBo cosB)) , (52) 

где Во - полярный угол вектора r относительно оси, перпендикулярной плоскости ор­
биты, r = Irl. В ультрарелятивистском случае более удобна приближенная формула 
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00 7г 

- 22/3 Z2WO J J S(r, t) = t 7rC d~~1/3 dB sinB х 
о о 

х {ctg2 BAi2 [(~/2)2/3 (1- ~~ Sin2B)] + 

+ ~122/~~:~2 в Ai,2 [( ~ /2)2/3 (1 _ ~~ sin2 В) ] } х 
х (1 - Jo (sin ВО sin В r ~~O) ехр (i cos ВО cos В r ~~O ) ) , (53) 

где Ai(z) - функция Эйри, Ai'(z) - ее производная. Мнимая часть усредненного вы­

ражения для S, даваемая формулами (52) и (53), очевидно, обращается в нуль. 
Согласно [10], матрица плотности (48) описывает ансамбль чистых (по фон-Ней­

ману) состояний, свойства которых определяются поведением величины e-S(r,t). Раз­
ложение матрицы (48) по матрицам плотности чистых состояний записывается в виде 

'"У(Х,Х',О = J d3аФ:(х,t) Ф.(х', t) Na(t) , (54) 

где Фа - волновые функции чистых состояниЙ, N.(t)d3a - вероятности их реализации 
в текущий момент времени. Функции Ф.(х, t) пропорциональны произведениям волно­
вой функции ф(х, t) на функции х(х - а, t), где х(х, t) является решением интегрального 
уравнения 

G(r, t) = e-S(x-x' ,t) = J х*(х - а, t) х(х' - а, t) d3a. (55) 

В этой связи возникает вопрос о существовании и единственности решения данного 

уравнения. Записывая (55) в фурье-представлении 

однозначно определяем модуль искомой функции, фаза которой остается неопределен­

ной. Однако неопределенность фазы функции является непосредственным следствием 

трансляционной инвариантности уравнения (55), общее решение которого имеет, сле­
довательно, вид 

при произвольном вещественном а. Решение существует в том случае, если фурье-образ 

Gq является вещественной неотрицательной величиной. Вещественность вытекает не­

посредственно из нечетности ImS(r, t) и четности ReS(r, t) по отношению к инверсии, 
а неотрицательность следует из факта монотонности возрастания ReS(r, t) при увели­
чении расстояния т. 

Эффективный размер области локализации начального состояния в плоскости ор­

биты составляет 8р ~ JR/'"Yvo (см. Приложение). Величина 8р, как правило, намного 
превышает атомные размеры. В направлении вдоль магнитного поля размер области 

локализации начального состояния вообще неограничен и задается начальной неопре­

деленностью z-компоненты импульса. Последняя, очевидно, определяется макроско­

пическими параметрами конкретной экспериментальной установки. Излучение может 
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Взаимодействие релятивистского электрона . .. 

Рис. 1. Скорость нарастания функции 

S(r, t), определяющей пространственную 

ширину пакета электрона в синхротроне 

«ФИАН-60,) в зависимости от расстояния 

r при наблюдении под разными углами по 
отношению к направлению магнитного по­

ля. 00 = 1г /200 (1), 1г /20 (2), 1г /2 (3) 

существенно изменить картину и привести к пространственной локализации излучаю­

щей частицы в области порядка атомных размеров. для того чтобы оценить скорость 

изменения ширин состояний Фа(t) с течением времени, бьm проведен численный рас­

чет функции S(r, t) для набора параметров, характерных для синхротрон.а «ФИАН-60,) 

(Е = 0.68 [эВ, R = 2 м). На рис. 1 представлены графики функции S(r) в зависи­
мости от r для трех ориентаций вектора r. Верхняя кривая иллюстрирует поведение 

указанного фактора в плоскости орбиты электрона. 

8. ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ 

Предлагаемый в работе вариант теории возмущений позволил установить, что не­

которые из фундаментальных проблем квантовой электродинамики не инвариантны по 

отношению к изменению формы теории возмущений. В отношении инфракрасной рас­

ходимости это показано на простом примере излучения частицы, испытавшей мгно­

венное изменение скорости. Результаты получены для нерелятивистского случая, по­

скольку при рассмотрении излучения релятивистских частиц необходим более подроб­

ный анализ вопроса об ультрафиолетовой асимптотике подынтегрального выражения 

в формуле (38). Выбранный в данной работе путь устранения ультрафиолетовых рас­
ходимостей путем введения не которого предельного импульса не обладает свойством 

ковариантности по отношению к преобразованиям Лоренца и не может поэтому при­

меняться в последовательной релятивистской теории. Однако уже из предварительного 

рассмотрения вытекает, что в новом подходе проблема ультрафиолетовой расходимо­

сти не носит того катастрофического характера, который она имеет в традиционной 

квантовой электродинамике. Можно надеяться, что дальнейшие работы в данном на­

правлении позволят продвинуться вперед в понимании проблемы. 

результатыI расчетов матрицы плотности показали, что уменьшение пространствен­

ных размеров области локализации излучающих электронов до размера атома может 

быть достигнуто за макроскопическое время Те порядка десятых долей секунды. Воз­

никает вопрос о том, справедливо ли применять изложенную выше теорию к таким 
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Рис. 2. То же, что и на рис. 1, но в зави­
симости от угла наблюдения Во при одном 

и том же значении расстояния r = 5 а.е. 
Значения угла даны в радианах 

большим временам. Дело еще осложняется тем, что в течение одного оборота по ор­

бите на частицу воздействует вихревое электрическое поле, компенсирующее потерю 

энергии на излучение. Если допустить, что это поле действует в течение настолько ма­

лого промежутка времени, что приводит только К ускорению волнового пакета частицы 

как целого и не успевает существенно изменить его внутренние параметры, то не видно 

причин, по которым для проведения оценок теория не может быть экстраполирована 

на все время движения частицы в синхротроне. Время Те значительно меньше того, в 

течение которого пакет расплывался бы по причине неэквидистантности расположения 

уровней поперечного движения. Наблюдается анизотропия ширины: наиболее сжатым 

пакет оказывается в направлении поперек магнитного поля, наименее сжатым - в на­

правлении поля. На рис. 2 изображена зависимость от угла при фиксированном значе­
нии расстояния т, из которой становится очевидной значительная вытянутость пакета 

вдоль направления магнитного поля. 

Возможность осуществления сильной пространственной локализации излучающих 

частиц означает, что при достаточно большой длительности цикла ускорения в син­

хротроне движение частиц все с большей точностью должно описываться уравнениями 

классической механики. Это, тем не менее, не означает, что интенсивность излучения 

должна совпадать с предсказаниями классической электродинамики. Действительно, 

локализованное состояние в квантовой механике совершенно отлично по своим свой­

ствам от локализованного состояния в классической теории Ньютона. При расчете тра­

екторий движения волновых пакетов оправданием применимости уравнений Ньютона 

являются теоремы Эренфеста, однако при расчете интенсивности излучения опреде­

ляющим фактором является не положение частицы, а ее импульс. Состояние с опре­

деленным импульсом в квантовой механике абсолютно делокализовано и в этом су­

щественно отличается от состояний вида Фа. Ввиду этого наглядная интерпретация 

результатов расчета характеристик излучения на основе классических представлений 

затруднительна. Характерной общей особенностью полученных формул является то, 

что учет взаимного влияния испускаемых квантов уменьшает интенсивность излуче­

ния. Аналогичный результат бьm получен в работе [12] при исследовании излучения 
заряженных частиц, движущихся в сплошных средах (эффект Ландау-Померанчука). 
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Физика явления заключается в том, что случайные столкновения излучающей частицы 

с частицами среды могут уменьшить длину пути, на котором происходит когерентное 

нарастание интенсивности излучения. Нечто подобное происходит и при излучении 

в вакууме: множественное испускание квантов может играть роль тех многократных 

столкновений, которые приводят к уменьшению интенсивности излучения в сплош­

ных средах. 

Численные результаты получены совместно с В. А. Александровым. Работа выпол­

нена при финансовой поддержке Российского фонда фУНдаментальных исследований 

(грант N297-02-160-58). 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Когерентные состояния релятивистского электрона при движении в однородном 

маrнитном поле 

Пусть 

где Но - напряженность магнитного поля, направленного вдоль оси z. Движение элек­
трона в этом поле, подчиняющееся уравнению Дирака, неоднократно бьmо предметом 

подробного рассмотрения (см., например, [13-15]). Приводимое ниже решение лишь в 
деталях отличается от известного. Введем понижающие операторы для двух независи­

мых осцилляторов: 

где (;.)L = lelHo/2mc - ларморовская частота. Частота первого независимого осцил­
лятора равна удвоенной ларморовской частоте (;.)1 = 2(;.)L, частота второго равна нулю. 
Вместе с сопряженными им повышающими операторами понижающие операторы удо­

влетворяют системе стандартных бозевских коммутационных соотношений. Операторы 

0:1,0:1 описывают, как известно, вращательное движение электрона в магнитном поле, 
в то время как операторы 0:2,0:1 описывают положение, флуктуации и другие характе­
ристики центра окружности вращения, средний радиус которой равен R. 

Введем матричный оператор 

- 2iJrr:...(;.)L 0:1) . 
-Pz 

Энергии квантовых состояний электрона оказываются равными 

(П.1) 
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где индекс' = (n\,n2,(J",p) является собирательным для указанного в скобках набора 
квантовых чисел. Числа n\, n21 = О, 1,2, ... нумеруют квантовые состояния независимых 
осцилляторов, при этом n\ является главным квантовым числом. Проекция импульса 

на ось z обозначена через р. Дискретная переменная (J" может принимать значения ± 1 /2, 
отвечающие двум возможным значениям проекции спина на направление магнитного 

поля. Биспинор, описывающий стационарное состояние электрона в магнитном поле, 

дается выражением 

1 (JEE + mС2Ч'Е(r») . 
"1. ( t) - с ~ -2E~t 
О/Е r, - J2E DЧ'Е(r) е , 

Е JEE+mc2 
(П.2) 

где Ч'Е(r) представляет собой спи нор вида 

Ч'Е(r) = eipz 1 (lфn'(lфn2Ч'о".(р). 
VЩ!n2! 

(П.З) 

Здесь 

при этом 

нормировочный размер вдоль оси z положен равным единице. 
Произвольное решение уравнения Дирака представляет собой суперпозицию бис­

пиноров (П.2). Рассмотрим вопрос о том, какая именно суперпозиция может соот­

ветствовать начальному состоянию электрона в синхротроне. При стандартных па­

раметрах синхротрона (например, для синхротрона «ФИАН-60») среднее значение n\ 

очень велико (порядка 10\3), и если предположение о большой степени независимо­
сти испускания каждого кванта справедливо, то справедлив и закон Пуассона. В этом 

случае следует ожидать весьма малого значения относительной флуктуации числа n\ 
(Л = /:"n\/n\ '" 10-6). Поэтому практически во всех слагаемых, входящих в искомую 
суперпозицию, можно провести разложение по степеням Л, тогда 

ЕЕ ~ Естр + (2I.VL/'Ycrp)/:"n\, 

где Естр - значение ЕЕ при ~ = (n\,n2,(J",p), 'Устр = Естр/тс2 . Видно, что спектр стано­
вится практически эквидистантным с расстояниями между уровнями, равными средней 

частоте врашения электрона I.Vcrp = 2I.VL/'Ycrp вокруг направления магнитного поля. При 
малой относительной флуктуации n\ во всех неэкспоненциальных сомножителях можно 
положить ЕЕ ~ Естр . Orвечающая всем вышеперечисленным требованиям суперпози­

ция должна иметь вид 

(П.4) 

Ч'crр(r, t) = eipz ехр [~(eia'Q;r (О - e-iа'Q;\ (t» + vГп;"(ei ""Q;1(t) - e-iа2Q;2(t))] Ч'Оcr(Р), 
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причем о;! (t) = о;! exp(iWo-рt), о;~щ = 0;1,0:1' CI:2 - некоторые постоянные фазы, импульс 
вдоль оси z считается равным р. Компоненты вектора плотности тока в состоянии (П.4) 

даются равенствами 

j~p = Е2с2 vmWLn1IIPo-р(r, t)1 2 siП(Wо-рt + 0:1), 
о-р 

j~p = - Е2с2 Vmw L n1IIPo-р(r, t)1 2 COS(Wo-рt + 0:1), 
ар 

(П.5) 

2 
'(z) _ С Р 1 ( )12 Jap - --Е IPo-р r,t . 

ар 

Среднеквадратичная ширина пакета в радиальном направлении в состоянии (П.4) 

определяется радиальным поведением функции IPОа (р) и оценивается величиной /:"р = 

= J2Rc/ Ео-р . Что касается азимутального направления, то стационарные состояния 
вида (П.2) полностью делокализованы. Действительно, в них момент точно определен 

и в силу соотношения неопределенностей для переменных момент-угол они не могут 

быть локализованы по углу. В отличие от этого, состояние (П.4) не имеет определенно­

го момента, угловая ширина его ограничена и составляет по азимуту величину порядка 

/:"ф "" 1 /...;n; (предположено, что неопределенность положения центра орбиты намного 
меньше ее радиуса, поэтому n2 « n1), что после умножения на радиус орбиты дает то же 
расстояние, что и /:"р (для синхротрона «ФИЛИ-60» это расстояние имеет величину по­

рядка микрона). Ширина пакета вдоль оси z определяется такими макроскопическими 

параметрами установки, как диафрагмы, и по этой причине может намного превышать 

радиальную или азимутальную ширины. В этом случае пакету соответствует некоторая 

суперпозиция состояний вида (П.4) 

фо-(r, t) = L Срфо-р(r, t), (П.6) 

р 

где постоянные Ср удовлетворяют условию нормировки и обеспечивают, например, 

гауссову зависимость от проекции импульса на ось z со средней точкой р = О: 

Если считать пространственную ширину пакета вдоль оси z много большей радиальной, 
то 80 » /:"р и в этом случае состояние (П.6) ассоциируется с вытянутым вдоль напра­

вления магнитного поля малым симметричным эллипсоидом, вращающимся в таком 

положении по круговой орбите вокруг оси, параллельной z. для оценки времени рас­
плывания пакета в радиальном или в азимутальном направлениях следует удержать сле­

дующий член разложения энергии E€ по /:"n1. Это дает время расплывания, обуслов­
ленного неэквидистантностью уровней поперечного движения, 71 "" l'oR2 / /:"n1. Здесь 
1'0 представляет собой лоренц-фактор для пучка электронов в синхротроне. В рассма­
триваемом случае синхротрона «ФИЛИ-60» время 71 оценивается величиной порядка 

десяти секунд. 
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