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Развит метод расчета энергии образования вакансий, применимый как к кристалли­

ческим, аморфным, так и к квазикристаллическим структурам. В приближении сильной 

связи выполнены расчеты для сетей Аммана-Маккея с различными типами декораций. 

Показано, что наименьшей энергией образования вакансий обладает наиболее плотно­

упакованная структура, для которой энергия образования вакансий значительно меньше 

по сравнению с кристаллическим состоянием. Это может объяснить экспериментальные 

данные о повышенной концентрации вакансии в квазикристаллах по сравнению с кри­

сталлическими объектами [1]. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Экспериментально, методом аннигиляции позитронов, обнаружено, что в квази­

кристаллах концентрация точечных дефектов на несколько порядков выше по срав­

нению с криста.iIЛическим случаем. Высказывалось предположение, что структурные 

модели икосаэдрических квазикристаллов на основе сети Аммана-Маккея (двухфраг­

ментарной модели структурного остова квазикристалла) не могут объяснить подобные 

концентрации точечных дефектов [1]. Однако это предположение не былo подтверждено 
надежными физическими аргументами, главным образом, из-за топологической слож­

ности структуры икосаэдрических квазикристаллов. Цель настоящей работы - пока­

зать, что в рамках двухфрагментарной структурной модели квазипериодического объек­

та можно объяснить повышенную концентрацию вакансий. для этого в работе развит 

метод расчета энергии образования вакансий в икосаэдрических структурах, использу­

ющий метод рекурсий (цепных дробей). Поскольку численные расчеты для реального 

квазикристалла довольно громоздки, то для изучения общих закономерностей объектом 

исследования был выбран кластер сети Аммана-Маккея, полученной проецированием 

из шестимерного пространства и декорированной атомами железа в различных позици­

ях. Выбор железа позволил ввиду локализованного характера d-орбиталей ограничиться 

в расчетах методом сильной связи взаимодействием ближайших соседей. Расчеты про­

водились для одиночных вакансий - дефектов Шоттки. 

Статья построена следующим образом. Методика расчета изложена в разд. 2. В 

разд. 3 представлены результаты вычислений и дан их анализ. Раздел 4 содержит вы­
воды . 
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2. МЕТОДИКА РАСЧЕТА 

Энергия образования вакансии определяется следующим образом: 

E v = E(N - 1, V) - E(N -1, О), (1) 

rдe E(N - 1, V) и E(N - 1, О) - энергии кластеров из (N - 1) атомов соответственно 
с вакансией и без нее. Это выражение можно переписать в следующем виде [2]: 

Ev = [E(N - 1, V) - E(N, О)] + [E(N, О) - E(N - 1, О)], (2) 

где E(N, О) - энергия кластера из N атомов. 
Первое слагаемое в квадратных скобках отвечает энергии удаления атома из класте­

ра на бесконечность, второе слагаемое описывает изменение энергии идеального клас­

тера при изменении числа атомов от (N - 1) дО N. При большом N можно положить 

E(N, О) - E(N _ 1, О) ~ E(~, О). (3) 

Подставляя (3) в (2), получим 

Е = E(N - 1 V) _ E(N О) + E(N, О) v , , N' (4) 

Полная энергия кластера может быть записана в виде суммы, в выражение для 

которой наряду о борн-майеровским отталкиванием ионных остовов, определяемом в 

парном приближении [3], входит притяжение, обусловленное ковалентной гибридиза­
цией электронных состояний на разных атомах: 

l' JEF 
Еtot = "2 L ip (Irij 1) + 2 р(Е)Е dE. 

',] 

(5) 

-00 

Штрих у знака суммы в первом члене означает, что слагаемое с i = j опущено, EF -
энергия Ферми. Обозначая первое слагаемое в (5) через W, (4) можно переписать сле­
дующим образом: 

(6) 

rдe индексы 1 и 2 относятся соответственно к кластерам с дефектом и без дефекта. 
Для построения кластерного гамильтониана, необходимого для расчета второго и 

третьего слагаемых в (6), можно использовать приближение сильной связи, справедли­
вое в случае переходных металлов. Гамильтониан задачи выглядит следующим образом: 

(7) 
i,л i.j 

Л,}1> 

680 



ЖЭТФ, 1998, 113, выn. 2 Энергия образования вакансий . .. 

где i, j - индексы, нумерующие атомы кластера; л, f.L - индексы атомных d-орбиталей; 

(iЛljf.L) = Di/jЛ/L (ортогональность базиса); hiЛ,j/L - матричные элементы Костера­
Слетера в двухцентровом приближении [4]. Штрих у знака суммы во втором члене 

означает, что слагаемое с i = j опущено. В силу однокомпонентности системы все 
атомные уровни с энергией 'i!'d можно считать одинаковыми и положить равными ну­
лю. 

Нетрудно показать (см. Приложение), что (6) с учетом (7) можно пере писать сле­
дующим образом: 

E v ~ (W, - W,) + ~ { W, + 2 -l p(E)EdE } + 

+ 2 ~ {"" Z(2) - ""р(2) + (N(2) - N(2») Е } ~ ~ 'l.Q ~ 2СХ ра za F , 
а=l i i 

(8) 

где р и Ер - плотность состояний и энергия Ферми бездефектного кластера, рассчи­

танные при помощи рекурсионного метода (см. Приложение); z~~(p~~) - нули (полю­
сы) матричного элемента резольвенты, полученного из матрицы гамильтониана с а - 1 
удаленными строками и столбцами, лежащие ниже энергии Ферми бездефектного клас­
тера' N(2)(N(2» _ число нулей Z(2) (полюсов р(2» , za рсх. 'l.Q: 'l.Q • 

В работе эффекты релаксации при образовании вакансии не учитывались. Такое 

приближение в определенной степени оправдано для плотноупакованных структур, где 

эффекты релаксации дают вклад в энергию образования вакансии в размере нескольких 

процентов [5]. 

3. ЭНЕРГИЯ ОБРАЗОВАНИЯ ВАКАНСИЙ В КВАЗИКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ КЛАСТЕРАХ 

Энергии образования вакансий рассчитывались в приближении сильной связи для 

трех типов декорации ромбоэдров сети Аммана-Маккея атомами железа. Сеть Аммана­

Маккея (трехмерная упаковка Пенроуза), являющаяся одной из наиболее распростра­

ненных моделей остова структуры квазикристаллов, получается при помощи двух струк­

тypHыx блоков [6-9] - острого и тупого ромбоэдров. Если заполнить эти ромбоэдры 

атомами (поместить атомы в вершины, в центры граней и т.д.), то получится так на­

зываемая декорированная сеть Аммана-Маккея. Вся упаковка характеризуется длиной 

ребра ромбоэдра а R, которая для реальных квазикристаллов порядка нескольких анг­

стрем (5-6 А) [8,9]. 
Для каждого типа декорации исследовалась топология структуры - было выделено 

от 20 до 121 различных локальных конфигураций атомов. для проверки методики бьm 
проведен расчет энергии образования вакансии в ОЦК-железе. Использовался кластер, 

состоящий из 1024 атомов. С целью подавления поверхностных эффектов вычисления 
проводились для внутренней части кластера (первые три координационные сферы от 

центрального узла для ОЦК-железа). Так как железо - переходный 3d-металл, то при 

расчете электронного вклада учитывались атомы первых двух координационных сфер 

(увеличение размера кластера и числа учитываемых координационных сфер несуще­

ственным образом влияло на результаты). Хотя релаксация не учитывалась, следует 
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отметить, что релаксационная поправка в ОЦК-железе может достигать 40-50% от рас­
считываемой энергии образования вакансии [10]. Вычисленная энергия образования 

вакансии составила 1.94 эВ, что находится в хорошем соответствии с эксперименталь­
ными данными, которые лежат в интервале энергий от 1.3 эВ до 1.6 эВ для железа с 
ОЦК-структурой [11]. Таким образом, результаты расчета подтвердили хорошую при­
менимость методики для обычных кристаллических объектов. 

для каждого исследуемого кластера (в качестве кластера использовался фрагмент 

сети Аммана-Маккея) предварительно был проведен анализ топологии с целью выде­

ления неэквивалентных локальных атомных конфигураций. 

При топологическом анализе примитивной сети Аммана-Маккея (атомы располо­

жены только в вершинах ромбоэдров) использовалась классификация Хенли [12] для 
обозначения различных локальных топологических конфигураций. При учете атомов 

на ближайших трех координационных сферах локальная конфигурация характеризуется 

четырьмя индексами (а(3'У)р, где а - число а-связей, выходящих из узла (а - радиус 

первой координационной сферы); (3 - число Ь-связей, выходящих из узла (Ь - радиус 

второй координационной сферы); 'У - число с-связей, выходящих из узла (с - радиус 

третьей координационной сферы); р - число Ь-связей, образующих почти завершенное 

кольцо вокруг а-связей [12]. 
Согласно данной классификации в случае примитивной декорации можно выде­

лить 27 различных конфигураций. 
Частоту встречаемости локальной конфигурации можно определить по формуле 

_ . N(а{З,)р 
~(а{З,) - 11т N 

р N~oo 
(9) 

где N(а{З,)" - число локальных конфигураций в исследуемой части кЛастера, облада­
ющих определенным (а(3'У)р; N - число атомов в исследуемой части кластера. 

В случае более сложных декораций поиск топологически неэквивалентных локаль­

ных конфигураций атомов проводился следующим образом. В качестве ближайших 

соседей также рассматривались атомы, находящиеся на первых трех координационных 

сферах. Каждую локальную конфигурацию атомов характеризовал набор трех парамет­

ров: Па, NЬ и nс , где Па - количество атомов, принадлежащих первой координационной 

сфере; NЬ ИпС - соответственно количество атомов на второй и третьей сфере (здесь 

радиусы координационных сфер отличны от величин а, Ь и с для примитивной деко­

рации). Конфигурации атомов считались различными, если при сравнении Па, NЬ ИпС 

для этих конфигураций хотя бы один из параметров не совпадал. Было обнаружено, 

что в центральной части полученного кластера из 978 атомов железа, расположенных 
на серединах ребер ромбоэдров, реализуется 121 неэквивалентная конфигурация. 

В случае сети Аммана-Маккея, в которой удалены связи, приводящие к рыхло­

сти структуры (с - связи, упомянутые выше) [12], топологический анализ выявил в 
центральной части кластера 84 неэквивалентных конфигураций атомов. 

При декорации атомами вершин и середин ребер ромбоэдров ввиду усложнения 

структуры процедура выделения не эквивалентных локальных конфигураций бьmа изме­

нена следующим образом. Каждая локальная конфигурация характеризовалась пятью 

параметрами: Па, nь, nс , nd и nе , где Па - количество ближайших соседей, лежащих на 

первой сфере, NЬ - на второй сфере, nс, nd, nе - соответственно количество атомов 

на третьей, четвертой и пятой сферах. Любые две локальные атомные конфигурации 

считались эквивалентными в случае равенства всех пяти параметров Па, nь, nс , nd и nе . 
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Энергия образования вакансий в декорированных сетях Аммана-Маккея: а) примитив­

ная декорация (18 локальных неэквивалентных конфигураций; б) атомы на серединах 

ребер ромбоэдров (121 локальная неэквивалентная конфигурация); в) не учитьmаются 

связи, приводящие к рыхлости структуры локальных неэквивалентных конфигураций); 

г) атомы в вершинах и на серединах ребер ромбоэдров (74 локальных неэквивалентных 
конфигураций) 

При таком подходе в исследуемой части кластера с атомами, лежащими на вершинах 

и серединах ребер ромбоэдров, обнаружены 74 неэквивалентные локальные конфигу­
рации атомов. 

На рисунке (а-г) представлены результаты расчета энергии образования вакансий в 

кластерах на основе сети Аммана-Маккея с четырьмя различными декорациями. Боль­

шое разнообразие локальных конфигураций в декорированных сетях Аммана-Маккея 

приводит к широкому диапазону энергий образования вакансий. В примитивной сети 

Аммана-Маккея (рис. а) энергия образования вакансий меняется от 0.2 до 1.8 эВ, кон­
фигурации С малой энергией образования вакансии обладают большой частотой встре­

чаемости. В сети Аммана-Маккея с атомами железа на серединах ребер ромбоэдров 

(рис. 6) большинство энергий образования вакансии приходится на область значений 
от 2.4 до 3.3 эВ, хотя часть энергий находится вблизи значения 4 эВ. Очевидно, учет 
релаксационных поправок должен существенным образом снизить указанные значе­

ния, из-за того что данная структура обладает невысоким коэффициентом упаковки 

структуры. В случае сети Аммана-Маккея с исключенными минимальными связями 

результаты показывают (рис. в), что разброс в энергетике образования вакансий умень­

шается. Значительная доля энергий образования вакансий находится в интервале от 2.1 
до 2.7 эВ, т. е. локальные конфигурации стали более похожими друг на друга. Когда 
атомы находятся в вершинах и на серединах ребер ромбоэдров (рис. г), разброс в энер-
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гиях образования вакансий составляет от 0.49 эВ до 1.83 эВ. Интервал стал более узким 
по сравнению с двумя предыдущими случаями, что говорит о повышении однородности 

заполнения пространства в кластере и уменьшении вклада релаксационных поправок. 

Таким образом, можно сделать вывод, что повышенную концентрацию вакансий в 

квазикристаллах можно объяснить существованием в декорированных сетях Аммана­

Маккея значительной доли локальных конфигураций с довольно низкой энергией обра­

зования вакансий. 

4. ВЫВОДЫ 

Развитый метод расчета энергии образования вакансий позволил исследовать влия­

ние типа декорации сети Аммана-Маккея на спектр энергий образования вакансий. С 

целью выяснения общих закономерностей исследование энергии образования вакан­

сий проводилось для четырех типов декорации сети Аммана-Маккея только атомами 

железа. Предварительный расчет для кристаллического ОЦК-железа показал хорошее 

согласие с экспериментом. Малые по сравнению с кристаллическим случаем энер­

гии образования вакансий в квазикристалле объясняются тем, что декорированная сеть 

Аммана-Маккея обладает большим набором не эквивалентных локальных топологиче­

ских конфигураций, в которых энергия образования вакансий меняется в широких пре­

делах. С увеличением степени упаковки и однородности квазипериодической структу­

ры диапазон энергий образования вакансий смещается в область малых энергий, что 

объясняется уменьшением роли релаксационных поправок. Таким образом, результаты 

анализа показывают, что экспериментально обнаруженная повышенная концентрация 

точечных дефектов в квазикристаллах объяснима в рамках модели декорированной сети 

Аммана-Маккея с существующими в ней «выгодными» местами для образования ва­

кансий. Расчеты для конкретных квазикристаллических сплавов - предмет отдельной 

работы. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Формула (6) для энергии образования вакансий преобразуется в конечное выраже­
ние (8) следующим образом. 

Обозначим выражение в фигурных скобках в (6) через {}. 
Поскольку рассматриваемая модель образования дефекта в квазикристаллическом 

кластере предполагает сохранение числа электронов, имеем 

EF, EF2 

J Pl(E)dE = J P2(E)dE. (П.l) 

-00 -00 

с учетом (П.l) перепишем { } следующим образом [13]: 

EF 

{} = J (Е - Ep)(Pl(E) - P2(E»dE. (П.2) 

-00 

Индекс у Ер опущен, так как малый сдвиг уровня Ферми между двумя структурами 

уже учтен при выводе (П.2). Теперь под Ер подразумевается энергия Ферми идеального 
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кластера. В представлении контурного интеграла уравнение (П.2) запишется в виде 

{} = _1 . f(E - Ер) (Tr[EI - Н,г' - Tr[EI - Н2Г') dE, 
271"2 

с 

(П.З) 

где с - контур интегрирования в комплексной плоскости, включающий все полюсы 

Tr[EI - Н2]-', лежащие ниже энергии Ферми Ер идеального кластера; Н, и Н2 -

гамильтонианы соответственно дефектного и идеального кластеров. 

Обозначим 

N = Tr[EI - НГ'. (П.4) 

Тогда (П.З) перепишется следующим образом: 

{} = 2:i f(E - Ep)!1NdE, (П.5) 

с 

где !1N = N, - N 2• 

Используя известное соотношение 

д 
Tr[EI - НГ' = дЕ lп (det[EI - Н]), (П.6) 

можно записать 

(П.7) 

Рассмотрим блочную структуру матриц гамильтонианов Н, и Н2 : 

Н = [ЕА ~] 
2 vj Но . (П.8) 

Здесь Е А - матрица резонансных интегралов для выделенного атома А; vj - матрица, 

описывающая взаимодействие рассматриваемого атома А с остальной частью кластера; 

Но - матрица, описывающая оставшуюся часть кластера. Можно написать [13] 

det[EI - Н,] = det[EI - Но], 

det[EI - Н2 ] = detG;-' det[EI - Но], 
(П.9) 

где С2 - (n х n)-подматрица в верхнем левом углу матрицы G = [ЕI -Н2]-' (при учете 
только d-орбиталей n = 5). Выражение для detG2 можно записать в виде [13] 

(П.lО) 

где G i = [ЕI - H 2i ]!il, т. е. это элемент в верхнем левом углу матрицы [ЕI - H2i ]-I, 

H 2i - матрица, размерности (N -i) на (N -i), образованная удалением первых i строк 
и столбцов матрицы Н2 , i = О, n - 1 (n = 5). 
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Тогда 

(П.ll) 

Если 

(П.12) 

где о: и (3 - базисные d-орбитали, то, учитывая выражение (П.10), запишем 

(П.13) 

- - -1 -
где с2а = (o:l[EI - Н2а ] 10:), о: = 1, ... ,5. Здесь Н2а - матрица, образованная уда-
лением в Н2 первtrх (о: - 1) строк и столбцов. Подставляя (П.13) в уравнение (П.11), 
имеем 

5 & _ 
IJ.N = L &Е InG2a · 

а=1 

(П.14) 

для определения С2а (о: = 1 ... 5) можно использовать рекурсионный метод [14]. 
Если l<p) - локализованная орбиталь, то матричный элемент оператора резольвенты 
G = (<pI[EI - H]-II<р) можно представить в виде цепной дроби 

или 

1 
G = ----------.-b-I--

Е - ао - -----;-­
Ь2 

E-al- -

Запишем цепную дробь, рассчитанную до коэффициентов ар, Ьр+ 1 в виде 

G = Полином степени (р - 1) 
Полином степени (Р) 

р-I 

П (Е - Zi) 
с= _i=_I __ _ 

р 

П(Е - Pi) 
i=1 

где Zi(Pi) - нули (полюсы) С. Тогда уравнение (П.14) перепишется как 

где Z~~ (p~~) - нули (полюсы) матричного элемента резольвенты С2а . 
Подставляя уравнение (П.18) в (П.5), имеем 

{ } = ~ { ~ Z~~ - ~ P~~ + (Ni~ - N;~) Ер } , 
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(П.18) 

(П.19) 
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где N~~ (N~~) - число полюсов (нулей) матричного элемента резольвенты идеально­
го кластера, полученного из матрицы гамильтониана с а - 1 удаленными строками и 
столбцами; Учитываются нули и полюсы, лежащие ниже энергии Ферми бездефектного 

кластера. 

В итоге получаем конечную формулу (8). 
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