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Построен алгоритм вычисления производящей функции для числа «скелетных. гра­

фиков неприводимой собственно-энергетической и вершинной частей в диаграммной тех­

нике для задач с гауссовским случайным полем. Найдено точное рекуррентное соотноше­

ние, определяющее число графиков в любом порядке теории возмущений, и асимптоrnка 

в пределе высоких порядков. Полученные результаты применяются к анализу задачи об 

электроне в гауссовском случайном поле с коррелятором типа «белого шума •. В прибли­
жении равенства «скелетных. графиков для собственно-энергетической часrn в данном 

порядке теории возмущений удается построить замкнутое интегральное уравнение для од­

ноэлектронной функции Грина, «ядро. которого определяется упомянутой производящей 

функцией. Проведенный анализ показывает, что рассматриваемое приближение дает ка­

чественно правильное описание «хвоста. плотносrn состояний в обласrn отрицательных 

энергий и, по-видимому, вполне применимо в наиболее интересной обласrn сильного рас­

сеяния вблизи края исходной зоны, где удается определить асимптоrnкy функции Грина 

и плотности СОСТОЯНИЙ в пределе бесконечно сильного рассеяния. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1998 

Методы суммирования фейнмановских диаграмм широко используются при рас­

смотрении обширного класса задач теоретической физики, в которых изучается распро­

странение элементарных возбуждений (квазичастиц) в статических случайных полях, 

создаваемых теми или иными неоднородностями. Простейший пример такой системы 

представляет электрон, распространяющийся в системе примесных атомов. Именно 

для этой задачи, по-видимому, впервые бьmа сформулирована диаграммная техника, 

рассматриваемая в данной работе [1,2]. Аналогичная используется при рассмотрении 
задач статистической радиофизики и оптики, связанных с распространением электро­

магнитных волн в неупорядоченных средах [3]. Эквивалентный математический подход 
применим для ряда задач теории критических явлений в неупорядоченных системах [4], 
в задаче о полимерной цепи с «исключенным объемом» и других проблемах физики 

полимерных систем [5]. Точно такая же диаграммная техника описывает реryлярную 
модель критических явлений с нулькомпонентным параметром порядка [4]. 

При рассмотрении задач, связанных с суммированием фейнмановских диаграмм, 

чрезвычайно полезной является информация о комбинаторике графиков, т. е. о числе 

диаграмм того или иного типа в данном порядке теории возмущений. В настоящей 

работе мы подробно исследуем вопрос о комбинаторике диаграмм в упомянугом классе 

задач. 
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2. ПРОИЗВОДЯЩАЯ ФУНКЦИЯ «CКF.JIETHЫX~ ДИАГРАММ. 
РЕКУРРЕНТНОЕ СООТНОШЕНИЕ 

• 
Для определенности будем обсуждать задачу об электроне с энергией Е и импуль­

сом Р, распространяющемся в гауссовском случайном поле (системе случайных при­

месей) [1,2]. Усредненная одночастичная функция Грина определяется диаграммным 
рядом, показанным на рис. lа. Стандартным образом это разложение сводится к дай­

соновскому виду: 

1 
С(Е,р) = Е _ ер - L(E,p) ' (1) 

где ер = р2/2т - спектр свободного электрона, а собственно-энергетическая часть 
L(E, р) определяется «скелетными» графиками рис. 16, в которых внутренняя электрон­
ная линия представляет полную (<<одетую») функцию Грина С(Е,р). 

Полное число графиков в N -м порядке теории возмущений в разложении рис. lа, 
как легко видеть, равно: 

(2N - 1)! 
GN = (2N - 1)!! = 2N-1(N _ 1)!' (2) 

что просто определяется числом способов соединить 2N вершин N примесными ли­
ниями. Задача определения аналогичного числа графиков LN в разложении рис. 16 су­
щественно сложнее, и точный ответ, насколько нам известно, в литературе отсутствует. 

В работе [6] было найдено простое неравенство 

(2N - l)!! > LN > (2N - 3)!!, (3) 

которое дает лишь достаточно грубую оценку величины LN. Как мы увидим, задача мо­
жет быть решена точно. Это сразу же следует из точного решения задачи об электроне в 

случайном потенциале V(r) = V, где величина V не зависит от пространетвенной коор­
динаты r, но имеет гауссовское распределение с шириной (V2) = W 2• Естественно, что 

'Др) = 
,--'" ,"'-~-... 
~+~+ 

,,,.---.... , 
,"-...... ,'-.... , " ,'-.... , \ + )' 1)' ,) 1)1 ,) + )")')1 \) ') 

а 

......... -::..;c'""<.~---.... , + ... 
/'''~/\''', \3 

б 

Рис. 1. Диаграммный ряд для усредненной одночастичной функции Грина (а) 

и собственно-энергетической части (6). Штриховой линии соответствует средне­

квадратичный коррелятор случайного поля, СО - свободная функция Грина 
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в этом случае диаграммная техника имеет стандартный вид рис. 1, а каждая линия при­
месного взаимодействия передает нулевой импульс, т. е. ей соответствует (в импульс­

ном представлении) коррелятор (27r)dw28(q) (d - размерность пространства) [7,8]. Все 
вклады одного порядка в разложении рис. 1а оказываются одинаковыми, и ряд для 

функции Грина представляется в виде [7] 

С(Е,р) = Со(Е,р) { 1 + ~(2N - 1)!!C6N (E,p)W 2N } . (4) 

Тогда с использованием представления 

00 

(2N - 1)!! = ~ J dtt2N-2е- t'/2 (5) 

-00 

ряд (4) элементарно суммируется и мы получаем l ) 

С(Е,р) = ~ЧJ (WCo~E,P») , (6) 

где ввели функцию 

00 

\}l(z) = __ 1_ J dte- t'/2_1_. 
V2iГ t-z 

(7) 

-00 

Рассмотрим собственно-энергетическую часть, соответствующую функции Гри­

на (6). Поскольку добавление примесной линии приводит в этой задаче просто к допол­
нительному множителю w2c2 , собственно-энергетическая часть, определяемая разло­
жением рис. 16, может быть записана в виде 

(8) 

где Q(x) - некоторая функция. Мы увидим, что эта функция является производящей 

функцией числа «скелетных» графиков для собственно-энергетической части, т. е. ее 

коэффициенты разложения в ряд Тейлора дают искомые числа 'J:.N. 

Запишем уравнение Дайсона для рассматриваемой задачи: 

(9) 

Вводя z = (WCO)-l И У = w2c2, из (6) и (9) получаем следующее параметрическое 
представление Q(y): 

1 + yQ(y) = z\}l(z) = zyY, 

у = \}l2(z). 

1) С математической точки зрения это означает суммирование по Борелю. 
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Такое представление функции Q является достаточно неудобным. Покажем, что для 
нее можно получить дифференциальное уравнение. Нетрудно убедиться, что функция 

Ч'(z) удовлетворяет обычному дисперсионному соотношению2) 

00 

R () - 1 J d 1т Ч'(t) 
еЧ' z - - t---

71' t-z ' 
-00 

1 1 '/2 - 1т Ч'(t) = =j=-- e- t , 
71' v'2i 

(11) 

из которого немедленно следует, что Ч'(z) удовлетворяет дифференциальному уравне­

нию 

с начальным условием 

dЧ' 
- = 1 - zЧ' 
dz 

Ч'(z = ±iO) = =j=i J 71' /2. 

Дифференцируя первое уравнение в (10) по у, получаем 

dz = ~y-3/2 {2y2dQ (Y) +yQ(y) -1}. 
dy 2 dy 

Дифференцируя второе уравнение в (10) по z, с использованием (12) имеем 

dy = 2Ч'(z) dЧ'(z) = 2Ч'(z) (1 _ zЧ'(z» = _2y3/2Q(y). 
dz dz 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

Сравнивая (14) и (15), получаем нелинейное дифференциальное уравнение для Q(y): 

dQ(y) = _1 {1 _ Q-l(y) + yQ(y)} . 
dy 2у2 

Используя (10) И (13), получаем у = Ч'2(z)lz=±iU = -71'/2, так что 

Q ( _~) = zЧ'(z) - 11 
2 у z=±iO 

2 , 
71' 

(16) 

(17) 

что является начальным условием для уравнения (16). Заметим, что точка Q(O) = 1, с 
очевидностью следующая из диаграммного представления для ~, является для уравне­

ния (16) особой и не может служить начальным условием. 
Уравнение (16) можно переписать в более удобном для дальнейшего анализа виде 

d 
Q(y) = 1 + у dy yQ2(y). (18) 

Нас интересует разложение Q(y) в ряд Тейлора: 

00 

Q(y) = Lanyn. (19) 
n=О 

2) Знак мнимой части определяется рассмотрением запаздывающей или опережающей функции 
Грина. 
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Поскольку число «скелетных» диаграмм N -го порядка для собственно-энергетической 
части является просто коэффициентом при w2N в разложении I: в ряд по степеням W 2 , 

легко видеть, что выражение (8) дает искомое I:N в виде 

(20) 

Это и означает, что функция Q(y) является производящей функцией для интересующих 
нас комбинаторных факторов I:N. 

Подстановка (19) в (18) приводит к следующему рекуррентному соотнощению для 
коэффициентов аn : 

n-I 

аn = n L aman-I-m, 

т=О 

(21) 

где ао = 1. Из равенства аО = 1 сразу следует Q(O) = 1. Именно в этом смысле дан­
ная точка является особой - равенство Q(O) = 1 выполняется для любых начальных 
условий, при которых уравнение (18) имеет решение. 

Из (21) нетрудно найти значения ап при малых n, соответствующие результаты 
приведены в таблице. 

Таблица 

N ГN = aN bN = aN /(2N + 1)!! I:N = aN-1 UN = (2N - l)aN-1 

1 1 0.3333 1 1 

2 4 0.2667 1 3 

3 27 0.2571 4 20 

4 248 0.2624 27 189 

5 2830 0.2722 248 2232 

6 38232 0.2829 2830 3120 

7 593859 0.2930 38232 497016 

8 10401712 0.3019 593859 8907885 

9 202601898 0.3158 10401712 176829104 

10 4342263000 0.3211 202601898 3849436062 

N"}p 1 ~ [1- 4~] (2N+1)!! ~ [1-~] 
е 4N 

~ [1-~] (2N-1)!! 
е 4N ~ [1- 4~] (2N+I)!! 

Зная комбинаторику диаграмм для собственно-энергетической части, нетрудно вос­

произвести и комбинаторику для двухчастичной функции Грина - как для полной вер­

шинной части Г, так и для неприводимой вершины И, диаграммное разложение для 

которых приведено на рис. 2. Действительно, собственно-энергетическая часть I: свя­
зана с полной вершиной Г уравнением, графически представленным на рис. 3. для 
задачи с нулевым передаваемым импульсом [7, 8) это уравнение имеет вид 

I: = W 2G(1 + С2г). 
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,"-, 

J! 
=г= =Т==F ==t=Т'" ....I..F= ~ 

I I I \ I I I 
I + I I + 

\1 I I 
а =: I I I • + + I + .. , 

I I I 1\ I I 1\ I ~ ='==ь I I =-- ~ 

и 
'"1'" ==.==r== -4d= ~ =w= I \ I I I 

б I + \1 + I + I + Ж + ... I • I I 
I 1\ I I 1" I 1\ I --'- /'\ == ~ ---'-

-с:т 

в J! =: И + Ju[I{ 
Рис. 2. Диаграммный ряд для полной вершинной части Г (а) для неприводимой верши­

ны и (6) и уравнение Бете-Солпитера, связывающее г и и (в) 

Рис. 3. Уравнение, связывающее собственно-энергетическую часть с полной вершиной 

Поэтому для числа диаграмм N-ro порядка в полной вершине rN сразу же получаем 

(23) 

Таким образом, функция Q(y) является производящей функцией и для числа диаграмм 
полной вершинной части. 

Число диаграмм N -го порядка для неприводимой вершины И N может быть лег­

ко получено, если заметить, что разрыв любой из 2N - 1 внутренних линий Грина 
в диаграмме для собственно-энергетической части N -го порядка порождает соответ­
ствующую диаграмму для вклада N-гo порядка в неприводимую вершину И (рис. 4). 
Поэтому 

UN = (2N - l)LN = (2N - l)aN_!. (24) 

в Приложении мы еще раз выводим дифференциальное уравнение (18) для произ­
водящей функции Q(y), используя только уравнение Бете-Солпитера, связывающее И 
и Г, и тождество Уорда, без использования явного вида функции Грина (6). 

Рис. 4. Разрыв любой из 2N - 1 внутренних ли­
ний функций Грина в «скелетной» диаграмме N -го 
порядка для собственно-энергетической части по-

рождает соответствующую диаграмму для и 
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3. АСИМПТОТИКА ДЛЯ ЧИСЛА ДИАГРАММ ПРИ БОЛЬШИХ N 

в пределе высоких порядков, N » 1, использование рекуррентного соотноше­
ния (21) становится неудобным ввиду факториального роста числа диаграмм [6]. В то же 
время факт факториального роста можно использовать для сушественного упрощения 

задачи. Перепишем (21) в виде 

(25) 

где ао = 1, аl = 1, а2 = 4. Естественно предположить, что в пределе больших n имеем 
ан ~ (2n + (3)an -l, тогда аn-2 ~ an -I/(2n - 2+ (3) и т.д. Подстановка этих выражений 
в (25) сразу дает (3 = 1 и 

(26) 

Это означает, что в пределе больших n число аn '" (2n + 1)!! Определим Ьn как 

аn 

Ьn = (2n + 1)!! (27) 

Подставляя (27) в (21), получаем рекуррентное соотношение для Ьn : 

n-l 
_ '" (2т + 1)!!(2n - 2т - 1)!! 

Ьn - n ~ (2n + 1)!! bmbn- 1- m , 
т=О 

(28) 

причем ЬО = 1. В пределе больших n и с учетом Ь1 = 1/3, Ь2 = 4/15, ограничиваясь 
точностью порядка Ь/n2 (где Ь", Ьn '" Ьn- 1 '" Ьn-2 '" Ьn- З ), получаем 

5 Ьn- 1 ( Ь) ""Ьn = Ьn - Ьn- 1 = 47 + о nЗ . (29) 

Таким образом, для Ьn в пределе больших n можно написать следующее дифференци­
альное уравнение: 

(30) 

из которого сразу же следует 

ЬN = Ь ехр ( - ~ ~ + о (~ 2 ) ) = Ь { 1 - ~ ~ + о (~ 2 ) } . (31) 

Естественно, что на основе такого анализа невозможно определить константу Ь = 1im ЬN 
при n --+ 00. Численный анализ поведения Ьn с использованием рекуррентного соот­
ношения (28) полностью подтверждает зависимость (31) (см. рис. 5) и дает Ь = l/е = 
0.36787944 ... (вычисления проводились до n = 5000, что обеспечивает указанную точ­
ность). Нам неизвестен аналитический способ получения этого любопытного резуль­

тата. 
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ь n ________________________________________________________________ . 

0.36 

0.20 

0.16 

О 10 20 30 40 50 
n 

Рис. 5. Поведение ЬN с ростом n. 
Точки соответствуют значениям ьn , по­

лученным из рекуррентного соотноше­

ния (28), кривая соответствует асимпто­
тической зависимости e- 1(1 - 5/4n), 
штриховая линия - асимптотике 1/ е 

Окончательно, асимптотики числа диаграмм разных типов при больших N имеют 
видЗ) 

LN = aN-l = bN - 1(2N - 1)!! = ~ {1 - ~ ~ + о (~2) } (2N - 1)!! = 

= _1 {1 _ ~ ~ + 0(_1 )} 2Nг (N +!) vne 4 N N2 2 ' 
(32) 

ГN = aN = ! {1 - ~ ~ + о (_1_) } (2N + 1)" = 
е 4 N N2 .. 

= _1 {1 _ ~ ~ + о (_1 )} 2N+ 1г (N + ~) vne 4 N N2 2 ' 
(33) 

ИN = (2N - l)aN-l = - 1- - - + о - (2N -1)(2N - 1)!! = - х 1{ 51 (1)} 1 
е 4 N N2 е 

х 1-- -+0 - (2N+l)" = -- 1-- -+0 - 2 г N+- . { 9 1 (1 )} 1 { 9 1 (1 )} N+l ( 3) 
4 N N2 .. vn е 4 N N2 2 

(34) 

Интересно отметить, что: 

LN = bN-l = ! {1- ~ ~ + 0(_1 )} ---+ !, 
GN е 4 N N2 е 

(35) 

ИN = 1- ~ +0 (_1_) ---+ 1. 
ГN N N2 

(36) 

в таблице приведена сводка основных результатов для числа графиков различного типа. 

3) Асимптотика типа (32) LN ~ С· 2NГ(N + /З) бьmа получена в работе [6] методом Липатова, 
однако коэффициенты с и /З не бьmи найдены. 
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4. ЭЛЕКТРОН В ГАУССОВСКОМ СЛУЧАЙНОМ ПОЛЕ С КОРРЕЛЯТОРОМ ТИПА «БЕЛЫЙ 
ШУМ» 

В качестве примера практического использования полученных выше результатов 

рассмотрим задачу об электроне в гауссовском случайном поле с коррелятором типа 

«белый шум», когда примесной линии взаимодействия соответствует выражение [1, 2, 9]: 

(37) 

где W 2 = pv2 , Р - плотность примесных атомов, V - борновская амплитуда рассея­
ния на точечной примеси. Хорошо известно, что основные трудности в этой задаче 

возникают в области энергий, определяемой условием [9] 

IEI ;:S ,(Е) или IEI;:S Е8С) (38) 

где ,(Е) = 1г Р V 2 N (Е) - борновское «затухание» (N (Е) - плотность состояний, со­
ответствующих энергии Е), E se ,...., md/(4-d)(рV2)2/(4-d) - характерный размер «крити­

ческой» области вблизи края зоны, где возникает сильное рассеяние. Эти трудности 

связаны, главным образом, с невозможностью отбора какой-либо доминирующей по­

следоватеJIЬНОСТИ фейнмановских диаграмм, аналогично тому, как это делается в обла­

сти слабого рассеяния, Е ~ ,(Е), Е ~ E se [1,2]4). Фактически все диаграммы для 
собственно-энергетической части становятся в области IEI ;:S Ese одного порядка и 
должны учитываться. 

В терминах «скелетных» графиков ряд теории возмущений для собственно-энерге­

тической части представлен на рис. 16. Путем Простых замен переменных можно по­
казать, что все графики 3-го порядка в этом разложении оказываются равными друг 

другу (диаграммы рис. 16 (1-4». Несмотря на то что такое равенство нарушается уже 
в следующем порядке, представляется разумным сформулировать приближение, в ко­

тором предполагается равенство всех графиков такого типа в каждом порядке теории 

возмущений. Такое приближение должно давать неплохие результаты, прежде всего, 

в «критической области» IEI ;:S Esc> где все вклады имеют, по крайней мере, один и 
тот же порядок величины. Выберем в качестве «базового» графика в каждом порядке 

«максимально пере крестный» типа показанного на рис. 6а. Входящая в него последова­

тельность линий взаимодействия для систем, инвариантных относительно обращения 

времени, может быть преобразована в «лестницу», как показано на рис. 66. Тогда пол­
ный ряд для собственно-энергетической части в нашем приближении представляется в 

виде 

00 

~(p) = L W2~n L L [W2G(Pl + Р2 + P)C(_P2)]n-l С(Рl) = 
n~1 р, р, 

= L W2Q [W2 L С(РI - Р2 + Р)С(Р2)] С(Рl), 
р, р, 

(39) 

4) В ЭТОМ случае ДОМИНИРУЮЩИМИ являются «неперекрещивающиеся» графики, так что можно 
учесть только первую диаграмму на рис. 16. 
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Рис. , 
собственн()-~. 

а 

p:;Z>==~\=f, ""'7/сф,=~ 

" I I ", 
Ж , , , 

/ I \ 
/ I " 

р : 

pz 
р :;Z>=F""="'!,F='9"'i>= ~ , , , , , , , , 
1{ :;Й>О_=р'''=+="~-=='=;=-== Р 

б 1 2 

'~зовый» график, используемый при построении приближения для 

~кой части, (6) - «развернутая» последовательность «максималь-

но перекрещивающ.... '» графиков дает «лестницу» В случае инвариантности системы 

относительно операции обращения времени 

где исполъзовались определения (19) и (20), а также то, что в изотропной системе 
G(p) = G( -р). Соответственно, получаем замкнутое уравнение для усредненной од­

ночастичной функции Грина в виде 

G-1(p) = G01(p) - W 2 L Q [W 2 L G(Pl - q)G(Pl)] G(p + q), (40) 
q р, 

где G01(p) = Е - р2/2т. Вся нетривиальная часть рассматриваемой задачи выражается 
теперь с помощью рассмотренной выще производящей функции Q(y), которая опреде­
ляет «ядро» сложного нелинейного интегрального уравнения (40). Ограничение первым 
членом разложения (19) дает Q = 1, и (40) сводится к стандартной задаче суммирования 
«неперекрещивающихся» графиков [1,2]. Очевидным преимуществом результата (40) 
по сравнению со стандартным подходом [1,2], основанным на выделении доминирую­
щей последовательности диаграмм (например, учет лишь первого графика на рис. 16), 
является формальный учет всех диаграмм, сделанный, однако, в приближении равен­

ства всех «скелетных» графиков для собственно-энергетической части в данном порядке 

теории возмущений. 

Уравнение (40) является чрезвычайно сложным нелинейным интегральным урав­
нением, решение его в общем виде невозможно, тем более, что мы не знаем общий вид 

функции Q(y) (которая к тому же входит в (40)как функция комплексного аргумен­
та). Ниже мы ограничимся некоторым качественным анализом возникающих из (40) 
следствий. Запишем (40) в компактном виде как 

(41) 

где ввели обобщенное произведение (свертку) функций 

F (9 ф = L F(p - q)Ф(р), (42) 
р 

и вернемся к системе уравнений (10), определяющей функцию Q параметрически. Вто­
рое уравнение в (10) записывается теперь как . 

_ 1 2 
G(9G - w2'P (z). (43) 

Выше мы видели, что в задаче с нулевым передаваемым импульсом z = W- 1G01• Рас­
смотрим в (43) предел W ~ О. Тогда левая часть (43) сводится к Go (9 Go, а в правой 
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части можно по аналогии с задачей с нулевым передаваемым импульсом предположить 

z r-.J W- 1 И воспользоваться асимптотикой 'P(z) ~ 1/ z при Izl » 1. Здесь есть некоторая 
некорректность, поскольку точный вид 'P(z): 

(44) 

где для R(z) имеется асимптотическое разложение вида 

z 

R(z) = e- z'/2 J et'/2dt = ~ + :3 + ~5 + ... ( -~ < argz < ~) . (45) 

о 

Мы пользуемся асимптотикой 'P(z) ~ 1/ z, что не вполне верно, однако результаты, 
получающиеся при использовании этого приближения, подтверждаются при более кор­

ректном, но гораздо более громоздком анализе. Таким образом, в пределе W -t О (43) 
сводится к 

1 
СО 0 СО = W2 2 

Z 

Соответственно, в пределе W -t О вместо (43) можно написать 

G с- 1 2( 1 ) o - w2'P WJGo0Go . 

(46) 

(47) 

Рассмотрим область энергий Е < О, где возникает флуктуационный «хвост» плотности 
состояний [9,10]. В этом случае из (46) имеем z Е Re. С помощью (44) и (46) из (47) 
получаем 

G 0 G ~ СО 0 СО - i ~ Л J СО 0 СО ехр { - 2W2G~ 0 СО } , (48) 

где, как мы сейчас увидим, второе слагаемое и порождает флуктуационный «хвост» 

плотности состояний. Воспользовавшись 

2: G 0 G = 2: t С(р - q)G(p) = (2: с(р») 2 , 

q р q р 

из (48) немедленно получаем плотность состояний в виде 

I: JGo 0 СО ехр { -1/(2W2Gо 0 со)} 
N(E) = _.!. 2: ImGR(E,p) = 1 ....:q---.-----.-----

1г р J21Гw \~ Со(Е,р)\ 
(49) 

Далее все определяется конкретным видом СО 0 СО в пространствах различной размер­

ности. 

В одномерном (d = 1) случае все интегралы, входящие в (49), вычисляются точно. 
После довольно громоздких, но достаточно элементарных расчетов получаем 

_ 1 ~ { IE13/ 2 } 
N(E) - 21Г У jEj ехр -V2 m 1/ 2W2 . (50) 
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Величина показателя экспоненты в (50) отличается от известного точного результата 
Гальперина [11] (см. также гл. 11 в [10]) отсутствием множителя 4/3. Предэкспонента 
в (50) также отличается от точной, которая '" IEI/W2 [11]. Тем не менее качественно 
поведение «хвоста» плотности состояний воспроизводится в нашем приближении до­

статочно удовлетворительно. Напомним в связи с этим распространенное мнение, что 

«хвост» плотности состояний вообще не может быть получен по теории возмущений. 

Аналогичные (но уже приближенные) вычисления плотности состояний соглас­

но (49) для d = 3 дают 

{ IEII/2 } 
N(E) '" ехр -J2 m3 / 2W2 . (51) 

Показатель экспоненты здесь опять с точностью до константы совпадает с известными 

результатами непертурбативного инстантонного подхода [9,12-14]. Опущенный в (51) 
предэкспоненциальный множитель, следующий из (49), не совпадает ни с одним из из­
вестных вариантов, полученных в цитированных работах. Тем не менее результат (51) 
для доминирующей экспоненты также достаточно удовлетворительный, несмотря на 

приближенный характер уравнения5) (40). 
Особый интерес представляет анализ следствий из уравнения (40) в области «силь­

ной связи» [9], определяемой условием (38), т. е. в окрестности края исходной зо­

ны, где происходит переход от распространенных к локализованным состояниям. Есть 

все основания полагать, что в этой области приближение равных вкладов в собствен­

но-энергетическую часть в данном порядке теории возмущений может оказаться хо­

рошим просто в силу известного факта их равенства по порядку величины. Сильное 

условие типа (38), очевидно, эквивалентно переходу к пределу W -+ 00. В этом преде­

ле в «нулевом» приближении в уравнении (41) можно пренебречь первым слагаемым в 
правой части по сравнению со вторым и записать 

(52) 

Убедимся, что это соответствует пределу z = ±iO в (43) или у = -1Г/2 в (10). В этом 
случае (43) сводится к 

W 2G 0 G = Ч'(z = ±iO) = -1Г /2, (53) 

а из (17) имеем 

(54) 

Формальное решение (53) имеет вид 

G .(iГ 1 
=±zY"2 WП' (55) 

5) Для d > 4 знание асимптотики (32) и использование статистического анализа работы [6] по­
зволяет определить правильный показатель степени W- I в предэкспоненте плотности состояний. 
В этом случае наше приближение эквивалентно использованной в [6] гипотезе стационарности 
вкладов высоких порядков, справедливой для d > 4. 
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Рис. 7. Плотность состояний в одномер-

ной системе при различных значениях средне­

го квадрата случайlЮГО поля W 2(2m)I/2/ Е;/2: 
1 - 0.25; 2 - 2; 3 - 16. Сплошные кривые -
точное решение, пунктирные - самосогласо­

ванное борновское приближение (56). Энергия 
приведена в единицах Ео , плотность состояний 

в единицах J2m/ Ео , где Ео - произвольно 

где .Af' = ~ 1 - число состояний в зоне. Прямой подстановкой (55) и (54) в (52) легко 
р 

убедиться, что это уравнение удовлетворяется. Таким образом, в «первом» приближе-

нии в пределе W -+ 00 можно записать функцию Грина (41) в виде 

С( ) - 1 
Р - G;;l(p) - (2/K)W 2 ~ С(р)' (56) 

р 

что удивительным образом совпадает с результатом самосогласованноro борновского 

приближения (первая диаграмма на рис. 16 или рис. 3) [1,2] с точностью до «лишнего» 
множителя 2/1Г. Очевидным образом (56) приводит к плотности состояний борновского 
приближения No(E), практически совпадающей для d = 3 с плотностью состояний мо­
дели свободных электронов (с учетом однопетлевоro сдвига края зоны). На рис. 7 приве­
дено сравнение результатов, следующих из (56), для плотности состояний в одномерной 
(d = 1) системе с точным результатом Гальперина [11], демонстрирующее удовлетвори­
тельное совпадение этих результатов в области «сильной связи'> IEI < E se ~ m 1/3W4/ З , 
ширина которой растет с ростом W. Следует отметить, что хотя «хвост'> плотности со­
стояний подавляется с ростом W (см. (50», однако растет промежуточная область, где 

IEI '" Еве' 
Возможно, что результат типа (56) позволяет качественно оправдать использование 

простейшего борновского приближения для одноэлектронной функции Грина в подхо­

дах типа самосогласованной теории локализации [9, 15] - порог подвижности возникает 

в области «сильной связи'> IEI ;:s E se (38), где приближение (56) оказывается достаточно 
удовлетворительным и функция Грина действительно имеет простой борновский вид. 

Работа выполнена при частичной поддержке Российского фонда фундаментальных 

исследований (проект 96-02-16065), а также в рамках проекта IX.l Госпрограммы «Ста­
тистическая физика» Министерства науки России. Авторы признательны А. И. Поса­

женниковой за помощь при выполнении численных расчетов. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

Приведем вывод уравнения (18) для производящей функции Q(y) без использова­
ния явного вида одночастичной функции Грина (6). В задачах с нулевым передаваемым 
импульсом уравнение Бете-Солпитера рис. 2в имеет вид 

(П.1) 

так что 

И 
г= "'-------:С::--::-:7 

1- UС2· 
(П.2) 

Используя (П.2) и (22), получаем уравнение, связывающее собственно-энергетическую 
часть с неприводимой вершиной И: 

(П.З) 

Воспользуемся «тождеством Уорда»: 

W2~1 ~=uс 
oW GW ' 

(ПА) 

в справедливости которого нетрудно убедиться с помощью (8) и (24), и уравнени­
ем (П.2), чтобы записать 

или 

(П.5) 

Используя (8), получаем искомое дифференциальное уравнение для Q: 

что переписывается как 

d 
Q(y) = 1 + у dy yQ2(y). (П.6) 

Заметим, однако, что из этих рассуждений невозможно найти правильное граничное 

условие (17), которое тесно связано с соотношением (11), отражающим принцип при­
чинности. 
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