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Получены простые аналитические выражения для энергетических и угловых распре­

делений вьmетающих электронов при ионизации иона молекулы водорода сильным низ­

кочастотным электромагнитным полем, а также для вероятностей ионизации в единицу 

времени. Рассмотрены случаи линейной и циркулярной поляризации лазерного излуче­

ния. Показано, что в отличие от случая ионизации атомов, возникают осцилляции в энер­

гетических спектрах фотоэлектронов в зависимости от их кинетической энерmи. В случае 

больших межъядерных расстояний получены хорошо известные пределы для туннельных 

вероятностей ионизации атома водорода СИЛЬНЫМ низкочастотным переменным полем. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1998 

в последние годы появился ряд теоретических и экспериментальных работ, по­

священных ионизации простых молекулярных систем сильным полем низкочастотно­

го лазерного излучения [1-5]. В этом случае ионизация носит туннельный характер и 
отсутствуют какие-либо резонансные эффекты. В частности, в работе [6] численны­
ми методами решалась задача об одномерной динамике иона молекулы водорода при 

фиксированном межъядерном расстоянии. Трехмерные расчеты проводились как при 

фиксированном, так и при изменяющемся в процессе диссоциации межъядерном рас­

стоянии [7]. Целесообразным упрощением расчетов является двухуровневое приближе­
ние, когда учитываются только наинизшие четное и нечетное состояния иона молеку­

лы водорода. Упрощает задачу также и то обстоятельство, что ось молекулярного иона 

выстраивается вдоль направления поля за времена, гораздо меньшие по сравнению с 

длительностью лазерного импульса. Это бьшо подтверждено как теоретически [8], так 
и в эксперименте [5]. 

В данной работе мы провели аналитическое рассмотрение ионизации молекуляр­

ного иона водорода низкочастотным полем лазерного излучения в рамках подхода 

Келдыша-Файсала-Риса [9]. В рамках известного приближения [10] учитывалась также 
и кулоновская поправка к волковской волновой функции конечного состояния непре­

рывного спектра. Рассматривались поля как линейной, так и циркулярной поляриза­

ций. Найдены энергетические и угловые распределения вьшетающих фотоэлектронов 

в туннельном режиме, а также вероятности ионизации в единицу времени. 
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2. КУЛОНОВСКАЯ ПОПРАВКА 

в рамках подхода Келдыша-Файсала-Риса [9] волновой функции конечного состо­
яния в непрерывном спектре соответствует так называемая волковская волновая функ­

ция, описывающая движение электрона в поле только электромагнитной волны. По­

тенциал остова учитывается в рамках полуклассической теории возмушениЙ. Такой 

учет сводится к дополнительному фактору перед волковской волновой функцией вида 

1 = ехр { -i J И dt} . (1) 

Здесь И - потенциальная энергия электрона в поле двух ядер иона молекулы водорода 

1 1 
U=---- , (2) 

ra rb 

представляющая собой совокупность двух потенциальных ям. Величины r а, rb - рас­

стояния от электрона до протонов а и Ь, соответственно. Здесь и далее всюду исполь­

зуется атомная система единиц е = h = те = 1. 
Вычислим сначала один из двух интегралов в (1) путем замены переменной инте­

грирования времени на координату: 

Ei/F 

J dt J drb . 2 
rb = rb'./2( - Ei + Frb) = -zn ln n2 Frb . 

(3) 

ть 

Здесь интеграл вычисляется в подбарьерной области, E i > О - энергия связи исходно­

го электронного уровня иона молекулы водорода, F - амплитуда напряженности поля 

лазерного излучения, а n = 1/'./2Ei - эффективное квантовое число в потенциальной 
яме, ближней по отношению к вылету электрона. Мы предполагаем, что ось молеку­

лы направлена вдоль вектора напряженности электрического поля, так как при этом 

вероятность ионизации значительно выше, чем при других ориентациях молекулярной 

оси. 

Верхний предел интегрирования в (3) отвечает классической точке поворота rb = 

= E i / F. Большие расстояния вносят лишь фазовый множитель в кулоновскую поправ­
ку. Сушественный вклад определяется лишь подбарьерной областью расстояний. 

Аналогично вычисляется вклад от потенциала дальней потенциальной ямы 

J dt = -in* ln __ 2_ 
ra n*2Fra ' 

(4) 

где эффективное главное квантовое число для дальней ямы имеет вид 

* 1 
n = -v~2(:;=;;Е;;=i =:=+=;;F;;=;R;;<:) , 

причем R - межъядерное расстояние, а величина F R представляет собой сдвиг между 
уровнями в левой и правой потенциальной ямах. 

Следовательно, кулоновская поправка равна 

I(И;) = (---i-F )n. (2F2 )n» 1. 
n* ra n rb 

(5) 
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Если R -> 00, то n* -> О, n -> 1 и фактор (5), как и должно быть, переходит в известную 
кулоновскую поправку для атома водорода [10] 

2 
I(Н) = Fr' (6) 

в противоположном предельном случае R -> О из (5) получим кулоновскую поправку 
для водородоподобного иона атома гелия. 

3. МАТРИЧНЫЙ ЭЛЕМЕНТ 

Амплитуда перехода из начального состояния i иона молекулы водорода в конечное 
состояние непрерывного спектра с импульсом электрона р в рамках модели Келдыша­

Файсала-Риса [11] с учетом кулоновской поправки [12] имеет вид 

(7) 

Здесь кулоновская поправка 1 дается соотношением (5), а конечное состояние непре­
рывного спектра описывается волковской волновой функцией 

o/,V) ~ ехр { i.' - ~ j (. + Н' d"} , (8) 

где А - векторный потенциал электромагнитного поля, и 

л 1 1 2 
V=-рА+-А 

с 2 
(9) 

- потенциал взаимодействия электрона с электромагнитным полем. Наконец, 'I'~O) -

невозмушенная волновая функция исходного электронного состояния иона молекулы 

водорода с энергией связи Ei . 

Интегрирование по частям согласно [13] упрощает выражение для амплитуды пе­
рехода (7): 

(10) 

в этом разделе мы обратимся к вычислению матричного элемента, входящего в вы­

ражение (10) для амплитуды перехода. для этого сначала рассмотрим вид невозмущен­
ной волновой функции начального электронного состояния иона молекулы водорода. 

Имеются два близких состояния: основное четное состояние 9 и первое возбужденное 
нечетное состояние и. Они сильно смешиваются постоянной частью внешнего элек­

тромагнитного поля вследствие приближенного вырождения. Таким образом, 

'I'~O) = (cos f3 . <Pg + sin f3 . <Ри) exp(iEgt). (11) 

Величина угла смешивания f3 и возмущенной энергии основного состояния Eg легко 

находятся в рамках двухуровневого приближения [14]. 
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Используя вариационное приближение для водородных орбиталей, запишем невоз­

мущенные волновые функции четного и нечетного состояний в виде [15] 

0'.3/2 

<pg = J27r(1 + В) {ехр(-О'.та ) + ехр(-О'.ть)} (12) 

и 

0'.3/2 

<рu = J27r(1- В) {ехр(-О'.та ) - ехр(-О'.ть)}. (13) 

Здесь а - вариационный параметр (а ~ 1 при R ~ 3-4 а.е.), а S - интеграл перекрытия 

орбиталей, т. е. 

S = (exp(-O'.ra)1 ехр(-О'.ть»). 

Отметим, что S -> о при R » 1. 
Следует сказать, что вариационная волновая функция (13) нечетного состояния не­

удовлетворительна при малых значениях межъядерного расстояния. Однако в действи­

тельности нам не потребуются малые межъядерные расстояния, так как в процессе дис­

социации молекулярного иона водорода они больше равновесного межъядерного рас­

стояния, равного 2 а.е. 
Итак, фактически требуется вычислить интегралы вида 

Ка,Ь = J ехр {-О'.Та,ь - ipr} Idr. (14) 

Проще всего это сделать в эллиптических координатах 

1 < ~ < 00, -1<Т1<1. (15) 

Элемент объема дается соотношением 

Далее имеем 

-ipr = -ip(ra - R/2) = -iр(~rJ + I)R/2 + iPIIR/2. 

Здесь PII - проекция импульса электрона на ось молекулярного иона. 

При вычислении интеграла (14) сделаем разложение по малому параметру rJ/~ «: 1, 
соответствующее вьmету электрона в направлениях, близких к оси иона. Тогда получим 

(16) 

где обозначено 

(17) 
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и 

х=2-n-n*. 

Из (16) находим 

21!' . (ia) Ка = -:- Z exp(zPIIR/2)L х, - . 
zp Р 

Здесь введены обозначения 

00 

L(x,y) == J exp[-x*(~ - l~]-=-уеХР[-х(~ + 1)] ~Ч~ 

1 

и 

х = ~(a + ip)R. 

Аналогично 

КЬ = - ~1!' Zexp(-iрII R/2)L (х*, _ ia). 
zp Р 

Легко видеть, что интеграл 

J ехр( -ipr)<pgdr 

является вещественным, в то время как интеграл 

J ехр( -ipr)<pudr 

является мнимым. 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

Вероятность ионизации смешанного состояния, описываемого волновой функци­

ей (11), в единицу времени дается соотношением 

- 2(3 +'2(3 Wip - COS . W gp sш . W up • (22) 

Здесь величина W gp есть вероятность ионизации четного состояния, а W up - вероят­

ность ионизации нечетного состояния. 

НаЙдем приближенное простое выражение для интеграла (20), используя неравен­
ства pR » aR » 1, реализуемые при энергиях конечного состояния электрона более 
ридберговской энергии. Интегрируя по частям, находим 

L (х, i;) ~ i:R' (23) 

Тогда получаем для матричных элементов простые выражения: 

. 81!'a3/ 2Z cosPIIR 
(exp(zpr)III<pg) = J21!'(1 + В) p2R . (24) 

Аналогично 

. _. 81!'а 3 / 2 Z sinPIIR 
(exp(zpr)III<pu) - -z J21!'(1 _ В) ~' (25) 
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4. ЛИНЕЙНАЯ ПОЛЯРИЗАЦИЯ 

Вероятность перехода за время t из электронного состояния i дискретного спектра 
молекулярного иона в состояние непрерывного спектра с импульсом р дается квадратом 

модуля амплитуды перехода: 

2 t 

Wip = (Ei + ~p2) l(exp(ipr)III'Pi)12 J ехр [igL(t')dt'] 

о 

Здесь функция gL(t) определена соотношением 

2 

( 1 2 р2 ) PII Р р2 . 
gL(t) == E i + 2Р + 4u;2 t + ,,-,2 coswt - 8wЗ sш2wt. 

Проекция импульса на направление поляризации лазерного поля имеет вид 

PII = pcos(} ~ р(1 - (}2/2). 

(26) 

(27) 

Предполагается, что длительность лазерного импульса велика по сравнению с периодом 

колебаний Т = 21r/w. 
Для вычисления интеграла по времени отметим, что 

ехр [igL(t)] = ехр( -i50) ехр [i9L(t + 21г /w)] , (28) 

где 

50 = 21г [!р2 + E i + Р2] . 
W 2 4w2 

(29) 

Таким образом, для момента времени t = 21гК/,,", (К - целое число периодов поля) 

находим следующее выражение для интеграла по времени в (26): 

t 2 

J == J ехр [9L(t')] dt' 

о 

2~fw 2 

J ех [ (t)] dt Siп2(К50/2). 
р gL sin2(50 /2) 

о 

(30) 

Заменяя 50 -+ 50 - 21г N, где N - целое число (число поглощенных фотонов лазерного 

. поля), переходим к пределу при К -+ 00: 

21Г fw 2 

J = J ехр [igL(t)dt] dt ~; {j {~p2 + E i + :;2 -Nw} . 

о 

(31) 

Умножая на плотность конечных состояний dр/(27Г)з, деля на время t и интегрируя 
по модулю импульса, получим вероятность вылета электрона в единицу времени в за­

данный телесный угол do. с поглощением N фотонов и с фиксированным конечным 
импульсом электрона: 

2 

dщр ,,-, 2р ( 1 2) 2 1 ( . 1 1 ) 12 do. = 2:;;:- E i + 2 Р exp(zpr) 1 'Pi ехр [igL(t)dt] dt . (32) 
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Импульс конечного состояния определяется из закона сохранения энергии при погло­

щении N фотонов: 

1 р2 
_р2+Е+ - =Nr..J 
2 '4r..J2 • 

(33) 

Интеграл по одному периоду колебаний вычисляется методом перевала при условии 

туннельного режима ионизации: 

Получаем 

21r!w J ехр [igL(t)] dt 

о 

r..JV2Ei 1 
,=-p-~ . 

(34) 

(см. также [15]). Здесь Pl. = psinB ~ рВ - проекция импульса электрона на плос­

кость, нормальную к вектору поляризации лазерного поля. Ось молекулярного иона 

предполагается направленной при этом вдоль вектора поляризации поля. 

С учетом полученных выше выражений для матричного элемента находим распре­

деление вылетевших электронов по энергиям и углам: 

(35) 

Здесь обозначено 

с = 167ГаЗ!2Rх- 1 (д ~FR)n' (EFi)n 
, v27Г(1 ± В) (36) 

в зависимости от начального (возмущенного) состояния энергия E i равна либо E g , 

либо Еu (и, соответственно, выбирается знак + или - в формуле (36». 
Интегрируя по углу вьmета электрона, получим энергетический спектр вылетающих 

фотоэлектронов: 

в этом выражении осциллирующий фактор интерференционного происхождения опре­

деляет наиболее существенное отличие туннельной ионизации молекулярного иона от 

туннельной ионизации атома. 

Суммируя по всем числам N поглощенных фотонов, находим вероятность иони­
зации в единицу времени: 

00 

W· = """' w· = J .!..w· d(Nr..J) = Jw Е dp , ~ ,р r..J 'р 'р r..J • 

N О 

(38) 
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Здесь учтен закон сохранения энергии (33) при поглощении фотонов. Вычисление ин­
теграла в (38) после подстановки в него выражения (37) приводит к окончательному 
результату: 

(39) 

Отметим, что интерференционный ОСЦИJUIИрующий фактор исчезает при интегри­

ровании по энергии вылетающего фотоэлектрона. В пределе R --+ 00 выражение (39), 
как и должно быть, переходит в известное выражение для вероятности туннельной ио­

низации низкочастотным линейно поляризованным полем (см., например, [16]). 

5. ЦИРКУЛЯРНАЯ ПОЛЯРИЗАЦИЯ 

в случае поля циркулярной поляризации функция g(t) имеет следующий вид: 

( 1 2 Р2) рР 
gc(t) = Е; + 2Р + 2w2 t + w2 соs'Ф coswt. (40) 

Здесь 'Ф - малый угол между направлением вьmета электрона и плоскостью поляриза­

ции лазерного излучения. 

Вычисляем интеграл 

J= 

t 

J ехр [igc(t)] dt 

о 

2 

тем же методом, что и для случая линейной поляризации, детально изложенным в пре­

дыдущем разделе. Получаем 

~ 2 (РРСОS'Ф) (1 2 р2 ) J=27rt ~ JN w2 б 2Р +Ei + 2w2 -Nw . 
N-No 

(41) 

в туннельном режиме (параmeтр адиабатичности, ~ 1) можно воспользоваться при вы­
числении (41) асимптотическим представлением Дебая для функции Бесселя при боль­
ших аргументе и индексе: 

JN (C:f)) ~ ~ exp{-N(thf)-f)}. (42) 

Тогда находим: 

00 1 {l 2 р2 } {2(2Ei )3/2 ( ,2) } J = '"' - б -р + Е + - - N w ехр - 1 - ~ х 
L......- N, 2 '2w2 3Р 15 

N=No 

х ехр {-Р~'Ф2 _ W4~(tJ.N)2}. (43) 
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Здесь обозначено 

р2 4Ei 
t..N == N - -з - -3-' 

(;) (;) 

Подставляя (43) в (32), находим распределение вьшетевших электронов по энергиям и 
углам вылета: 

dщр = (;)с; ех {_ 2(2Еi )З/2 (1 _ "(2) _ F/'IEi ф2} х 
do. 8(2,лУJ2Еi Р 3Р 15 (;)2 

'"' ,2 {(;)4 /'IEi 2 } Х L.,.(l + COSPIIR) I (exp(zpr)III'Pi) I ехр - FЗ (t..N) . 
!!.N 

(44) 

Здесь коэффициент Gi определяется выражением (36). Величина PII представляет собой 
проекцию импульса электрона на ось молекулярного иона. 

Интегрируя по углам и импульсам вьшетающего фотоэлектрона, находим вероят­

ность ионизации в единицу времени: 

_ 2Еi СХЗ ( 8Ei)2-2X (1 FR)2n' {1 {!fн(;) (1ГR 1Г)} Wi - -- + -- + -- COS - - - . 
1Г(1 ± S) FR Ei 1ГFR (;) 4 

(45) 

В пределе больших межъядерных расстояний R -> 00 это выражение переходит в вероят­

ность ионизации атома водорода постоянным электрическим полем [17], как и должно 
быть: 

W = ~exp (-~) 
2 F 3Р' 

В отличие от случая линейной поляризации в (45) сохраняются небольшие осцил­
ляции вероятности ионизации как функции интенсивности лазерного излучения. 

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе впервые получены аналитические выражения для вероятности ио­

низации иона молекулы водорода в единицу времени низкочастотным линейно и цирку­

лярно поляризованным полем лазерного излучения (в туннельном режиме). Получены 

также соответствующие распределения вылетающих электронов по энергиям и углам 

вылета. Они являются функциями межъядерного расстояния и при больших расстоя­

ниях переходят в известные ранее выражения для вероятности туннельной ионизации 

атома водорода переменным низкочастотным полем. При умеренных значениях межъ­

ядерного расстояния обнаружена интерференционная зависимость вероятности иони­

зации от этого расстояния, связанная с когерентным сложением амплитуд перехода от 

полей различных ядер. Осциллирующая зависимость наблюдается только в энергети­

ческом спектре вылетающих фотоэлектронов. После интегрирования по энергиям ос­

цилляции исчезают полностью в случае поля линейной поляризации и сохраняются 

частично в случае поля циркулярной поляризации. Все расчеты проведены для слу­

чая, когда ось молекулярного иона ориентирована вдоль вектора поляризации линейно 
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поляризованного излучения и в плоскости поляризации циркулярно поляризованного 

излучения. 
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