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Выполнен линейный анализ устойчивости предельного цикла в лазере с модуляцией 

потерь и непрерывной запаздывающей обратной связью, контролирующей ПОЯWlение не

устойчивости. На основе обобщения Стокса теорин Флоке для функциональных уравне

ний выведено общее уравнение для определения бифуркаций Андронова-Хопфа, а также 

бифуркаций седло-узел и субгармоническоЙ. Найдены условия стабилизации Т -периодИ

ческого режима. ВЫЯWlены возможные дестабилизирующие эффекты, вносимые обратной 

связью. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1997 

Динамический хаос, BHyrpeHHe присущий большинству нелинейных систем, явля
ется обычно нежелательным явлением на практике. Поэтому возможность стабилиза

ции различных периодических орбит, поrpуж:енных Bнyrpь хаотического аттрактора, с 

помощью подходящей методики динамического контроля привлекает в последнее время 

пристальное внимание исследователей. Несколько лет назад Oтr, Гребодж:и и Йорке [1] 
предложили общий способ такой стабилизации, основанный на применении малых им
пульсных возмущений, контролируемых обратной связью, к доступным параметрам си

стемы. С тех пор несколько модификаций этого метода были успешно применены в 

ряде экспериментальных систем [2]. Однако все они, как было показано, являются 

чувствительными к шуму в основном из-за дискретности во времени. Импульсный ха

рактер воздействия обусловливает также довольно жесткие требования к спектральной 

полосе пропускания петли обратной связи. Как следствие, ни одна из этих импульсных 

методик не была реализована до сих пор для быстрых систем со сравнительно высокими 

частотами осцилляций. 

ПирагаСОf\i [3] была предЛожена новая техника контроля, основанная на непрерыв
ной запаздывающей обратной связи, обобщенная затем посредством использования ин

формации о многих предЫдущИХ состояниях системы [4]. Контролирующий сиmал в 
простейшем случае непрерывной запаздывающей обратной связи пропорционален раз

ности между выходными сиmалами, взятыми в данный и некоторый предшествующий 

моменты времени. Основные преимущества такой методики - это возможность кон

троля быстрых систем в реальном времени, устойчивость к действию шума и относи

тельная простота экспериментальной реализации. Эффективность непрерывной запаз

дывающей обратной связи была исследована численно и продемонстрирована экспе

риментально в разнообразных электронных устройствах [5-7], в динамике химических 
реакций [8,9], в явлении ферромагнитного резонанса [10] и лазерах [11]. Вместе с тем 
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эта методика недостаточно исследована аналитически, не до конца выяснены физи

ческие механизмы, приводящие к стабилизации неустойчивых орбит. В ряде случаев 

полученные результаты трактуются скорее на основе интуитивных полуфеноменологи

ческих соображений, чем математического анализа устойчивости. Восполнение этого 

пробела является целью настоящей работы. 

для рассмотрения была выбрана модель лазера класса В с модулированными по

терями [12]. Хорошо известно, что лазер с модуляцией потерь демонстрирует большое 
разнообразие нелинейных явлений, включая каскад бифуркаций удвоения периода, ве

дущий к хаосу [12-16]. Трудность получения аналитических результатов для контро

ля хаоса в такой модели вызвана в основном относительной математической сложно

стью задачи, которая требует обобщения теории Флоке для функциональных уравнений. 

Тем не менее первые результаты, полученные нами ранее [17,18], оказались в хорошем 
согласии с экспериментальными данными по стабилизации Т-периодического цикла 

(Т - период модуляции потерь) в модулируемом СО2-лазере с непрерывной запаздыва
ющей обратной связью [11]. Параллельно была опубликована работа [19], содержащая 
теоретическое исследование, выполненное для первой бифуркации удвоения периода в 

рамках многомасштабного метода возмущений. Этот метод позволил получить ураiзне
ния для медленно меняющихся амrmитуды и фазы приближенного решения в окрест

ности параметрического резонанса (отношение частоты модуляции к релаксационной 

частоте ~ 2). На основ': областей существования 2Т-периодического решения был сде
лан вывод о сдвиге бифуркационной диаграммы. 

В данной работе с целью выяснения возможных бифуркаций и эффектов, вноси

мых непрерывной запаздывающей обратной связью, мы проводим дальнейшее разви

тие подхода, использованного нами ранее [17,18], Т.е. прямого анализа устойчивости 
Т -периодического режима в системе с запаздыванием в рамках теории Флоке. Само 

Т -периодическое решение может быть найдено с помощью одного из известных асимп

тотических методов для нелинейных лазерных уравнений [14,15]. Основное внима

ние уделяется получению аналитических оценок для границ бифуркаций седло-узел, 

Андронова-Хопфа и удвоения периода и выяснению физических механизмов, стоя

щих за каждой из бифуркаций. Рассматривается влияние технической задержки в цепи 

обратной связи, неизбежной в реальных экспериментальных устройствах, на процесс 

стабилизации. Показано, что при определенных параметрах могут возникать дополни

тельные неустойчивости, индуцированные обратной связью. 

2. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ 

Математическая модель рассматриваемого лазера имеет вид [14,15] 

и = vu [у - 1 - л cos (w t + f) - к (t)] , 

iJ = уо - (1 + u)у, 
(1) 

где и и у - безразмерные интенсивность генерируемого поля и инверсия населенно

стей; v - отношение скорости затухания излучения в резонаторе к скорости релаксации 

инверсии населенностей; уо - параметр накачки; л и w - амrmитуда и частота перио

дической модуляции потерь. Член К описывает действие непрерывной запаздывающей 

обратной связи на процесс генерации: 
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K(t) = а(и'Т - и'Т+т). (2) 

Здесь глубина обратной связи а « 1, величины и'Т и и'Т+т представляют собой интен
сивности в запаздывающие моменты времени t-r и t-(r + Т). В отличие от [3, l1] мы 
вводим здесь дополнительную задержку т, которая может быть сравнима с Т и связана 

с конечностью времени прохождения сигнала по цепи обратной связи. Как известно, 

такой тип обратной связи не оказывает влияния на неустойчивые орбиты периода Т 

и не требует их предварительного знания. Мы предполагаем, как и в [3J, сигнал K(t) 
ограниченным, для того чтобы обратная связь влияла только на устойчивость Т -пе

риодической орбиты в некоторой ее малой окрестности и не вносила существенных 

изменений в динамику системы вдали от нее. 

З. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ 

Ниже будем использовать логарифмическую замену переменных, при которой ре

шения системы (1), соответствующие пичковому поведению лазера, ВЫГлядЯт сглажен
ными для любых значений параметра v. Это облегчает нахождение как аналитическо
го, так и численного решений задачи [14J. Лазерные уравнения, переписанные в этих 
переменных, как известно, являются уравнениями нелинейного осциллятора с потен

циалом Тоды, управляемого внешней периодической силой и параметрически, и могут 

быть представлены в виде 

Х + X(fl + (2еХ) + R + [1 + лсоs (тt')] еХ + R(fl + (2еХ) = 
= 1 + Лf;-Iтsiп(тt') - Лflf;-I cos(тt'), 

где R = af;-I [ехр (Х'Т') - ехр (Х'Т'+Т')] описывает влияние обратной связи и 

х=1п-и-
УО - l' 

t 
т = Wfl, t' =

(l 

Т'= Т , 
(l 

1 
f 1 = r:::::;=====i'" VV (Уо - 1)' 

r 
т'=

(l 

(3) 

Здесь нормированная частота модуляции т выражена в единицах частоты релаксаци
онных осцилляций f;-I. В последующих уравнениях для упрощения записи все штрихи 
будут опущены. 

В отличие от уравнений (1) метод гармонического баланса, примененный к (3), 
дает достаточно хорошее приближение к точному Т-периодическому решению при ис

пользовании гармоник нулевого и первого порядков. Например, преобразование фу

рье показывает, что даже вблизи основного резонанса при условии т > 1 разни
ца между пробной функцией для Т -периодического решения, взятой в форме Хо = 
= с + а cos(тt) + d sin(тt) , и точным решением, найденным численно, составляет около 

нескольких процентов [14J. Значения с и У = а/т (т2 = а2 + d2) могут быть определены 
из следующих уравнений: 

ее [10 (т) + лу11 (т)] = 1, 
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dз л лdJ 
СО = -- - --, 

r 1"2 r Е! 

л 
ds =-, 

1"2 

где 1n (Т) - модифицированная функция Бесселя, возникающая при разложении 

00 

ехр(т cos t) = 10 (Т) + 2 L 1k (Т) cos (kt). 
k=J 

(4) 

для анализа устойчивости этого решения запишем линеаризованное уравнение для 

отклонения ~ (t) = х (t) - хо (t): 

(5) 

где !(t), g(t), h(t), q (t) - Т -периодические функции времени, которые могут быть вы

ражены через найденное решение хо (t) следующим образом: 

Здесь для сокращения записи введены обозначения: x~ = хо (t - Т), ~.,. = ~ (Т), ~.,.+T = 

=~(T+T). 

Вначале рассмотрим линейный анализ устойчивости системы (1), когда глубина 
модуляции равна нулю (л =, О). В этом предельном случае уравнение (5) сводится к 
следующему выражению: 

~ + 8 ~ + ~ + ь [ (~,. - ~"+T ) + 8 (~,. - ~"+T)] = О, (6) 

где Ь = a/EJ, 8 = Е! + 1"2 - константа затухания малых колебаний не возмущенного 
осциллятора Тоды (3) (л = О, Ь = О). Если решение выбрать в виде ~(t) = еl-' t, то можно 
получить характеристический квазиполином для нахождения показателя р,: 

Бифуркационная граница (или область неустойчивости) находится из условия Re р, = О 

и имеет вид, аналогичный случаю обычной отрицательной обратной связи, сигнал кото

рой пропорционален лишь одному значению интенсивности в запаздывающий момент 

времени [20]: 

-х2 + 1 + Ь (8 С + Х S) = О, 
8х+ b(-8S + хС) = О, 
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Рис. 1. Границы областей неустойчиво

сти на плоскости (о, Т) в случае отсут

ствия модуляции (л О). Параметры: 

v = 70, уо = 2 

где Х = 1т fJ - частота пульсаций на бифуркационной границе, 

с = cos(X7) - cos[X (7 + Т)], s = sin(X7) - sin[x (7 + Т)]. 

Эти уравнения могут быть легко решены при 7 = О. Разрешая линейную систему (7) 
относительно sin(xT) и cos(xT), возводя в квадрат и суммируя полученные выражения, 
приходим к следующему соотношению: 

откуда следует 

xi,2 = ~ (2 - 82 ± ГD) . (8) 

для существования неустойчивости значение дискриминанта D должно быть положи
тельным: 

Тогда 

Ь < Ь' = _~ (1 _ (2) 
2 4' 

где Ь' - пороговое значение Ь для существования бифуркации Андронова-Хопфа. Со

ответствующее значение х' = 1 - 82/2. Поскольку при типичных параметрах лазера 
класса В величина 8 « 1, частота Х неустойчивоro решения вблизи порога близка к 
резонансной релаксационной частоте, равной единице в данной нормировке. 

Бифуркационное значение Т определяется выражением 

(9) 

Значение арктангенса выбирается в соответствии со знаком функции sin(XT), которая 
пропорциональна 82 + х2 -1 при Х > О. Бифуркационные кривые, определяемые из (8), 
(9), показаны на рис. 1. При малых 8 пороги неустойчивостей (максимумы кривых при 
Ь = Ь') возникают при следующих значениях задержки Т: 
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(10) 

Соответствующие частоты обратной связи 21r jT*, вызывающие неустойчивость на ре
лаксационной частоте, близки к 2j(2n + 1). Следовательно, при данном соотношении 
частот обратной связи и релаксационной частоты происходит возбуждение автоколе

баний, если глубина обратной связи - отрицательная величина, большая по модулю 
бифуркационного значения 1 Ь* 1. Интересно отметить, что при таких же значениях час
тоты внешней модуляции наблюдаются области удвоения периода, соответствующие 

нечетным зонам Матье [14,15]. В дальнейшем будет показано, что действительно при 
таком соотношении частот система может дестабилизироваться (или стабилизировать

ся - в зависимости от знака глубины обратной связи) и в общем случае л =f О. Здесь 
уместно заметить, что физический механизм действия обратной связи Пирагаса, как это 

следует из приведенного выше анализа и рис. 1, заключается во внесении в систему эф
фективной частотно-селективной диссипации. Причем, чтобы оптимально возбудить 

(или подавить) релаксационные колебания с периодом 21Г вблизи стационарного реше

ния, запаздывание в цепи обратной связи должно выбираться согласно условию (10), 
в частности, например, порядка 1Г. 

Вернемся к случаю с ненулевой глубиной модуляции л. 

Как известно из теории линейных запаздывающих дифференциальных уравнений 

с периодическими коэффициентами, решение уравнения (5) может быть представлено 
в виде [21] 

00 nk-1 

~ = L exp(J.Lkmt) L Ckj t j ipkj (t), 
k j=O 

где величины J.Lk - характеристические показатели, nk - кратность показателя J.Lk, 
<{Jk j (t) - Т-периодические функции и Ck j - константы. Предполагая невыроЖденный 
.случаЙ (nk = 1) и подставляя частное решение ~k = exp(J.Lk mt)ipk о в (5), получаем 
уравнение для каждого ipk О (ниже мы опускаем индексы): 

ф + (2мт + f)<i' + [(мт)2 + Мт! + g] ip + ,в [h<i'.,. + (J.Lmh + q) ip.,.] = о, (11) 

где ,в = СУ { ехр( - Мт Т) - ехр( - Мт (Т + Т»}. Можно сказать, что уравнение (11) явля
eTcя уравнением для нахождения неизвестных функций !(t), g(t), h(t), q (t) и, следова
тельно, параметров системы (1), если характеристический показатель J.L уравнения (5) 
фиксирован при условии Т -периодичности' функции ip; при этом верно и обратное: 
из (11) можно определить J.L при фиксированных параметрах системы и, следователь
~o, фиксированных перечисленных выше функциях при том же условии для функции 

ip. 
Используя разложение в ряд Фурье функции ip (ip = L:~ ipk eimkt ), как и в обычной 

теории Флоке, можно получить следующее характеристическое уравнение для показа

теля М: 

detAnl = О, (12) 

где 

Аnl = -8nl (ml - iJ.Lm)2 + W (l, n - l), 8 = { 1, n = [, 
nl О, n =f [, 
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W (l, n) - фурье-компоненты функции 

W (t II) = мm! (t) + 9 (t) + iml! (t) + f3 [J1.mh (t) + q (t) + imlh (t)] e-imlт , 

ею 

W (t Il) = L W (l, k)e imkt . 

k=-oo 

Коэффициенты W (l, k) обладают следующим свойством: W (l, k)* = W (-l, -k) 11'=1'*' 

Уравнение (12) аналогично бесконечному детерминанту Хилла в случае отсутствия 
обратной связи. С другой стороны, оно является аналогией квазиполинома, который 

обладает бесконечным числом корней в комплексной плоскости, в рассмотренном вы

ше частном случае лазера без модуляции потерь. Уравнение (12) может быть сведено 
к детерминанту Хилла и в общем случае, если техническое запаздывание т = О. Как 
известно [22], в уравнении Хилла только часть детерминанта, соответствующая макси
мальным гармоникам, содержит основную информацию о бифуркационной границе. 

Из общих соображений непрерывности мы полагаем, что это остается справедливым 

и при т =f О. Ниже справедливость сделанного предположения будет подтвеРЖдена с 

помощью численного моделирования. 

Рассмотрим следующие случаи потери устойчивости Т-циклом: бифуркации 

седло-узел, удвоения периода и Андронова-Хопфа. 

В случае бифуркации седло-узел один чисто действительный мультипликатор 

М = е 27Г l' пересекает единичную окружность в точке М = 1. Полагая для реализа
ции этого значения мультипликатора показатель J1. = О, получим, что f3 = о и уравне
ния (11), (12) для определения бифуркационной границы совпадают с уравнениями в 
случае отсутствия обратной связи. Следовательно, бифуркация седло-узел не изменя

ется под влиянием обратной связи Пирагаса. (Детальное рассмотрение этой бифурка

ции на основе квазиконсервативного подхода Ляпунова проводилось в [14].) По этой 
же причине непрерывная запаздывающая обратная связь не может привести к появле

нию новой границы бифуркации седло-узел (или любой другой бифуркации, которая 

связана с ПРОХОЖдением действительного мультипликатора через единицу, например, 

бифуркации нарушения симметрии цикла). Таким образом, стабилизация неустойчи

вого Т-цикла с мультипликатором, большим единицы, не может быть реализована в 

принципе в рамках техники непрерывной запаздывающей обратной связи. . 
для определения бифуркации удвоения периода показатель J1. может быть пред

ставлен в форме: J1. = (+ i/2, где ( - действительная величина. На бифуркационной 
границе ( = О, и для ее определения можно использовать уравнение (12), подставляя 
в него J1. = i/2. Однако можно предположить, что J1. - действительно и равно (, но 
в качестве ер взять 2Т-периодическую функцию вместо Т-периодической: ep(t + 2Т) = 

= ер (t) и ер (t + Т) = -ер (t). Тогда в уравнении (11) 

f3 = Q [е-(тт + e-(т(т+Т)] , 

и для показателя J1. можно получить уравнение, аналогичное (12), используя разложения 
вида 
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Поскольку вблизи бифуркационной rpаницы в этой сумме максимальна первая гармо

ника [22], новое уравнение типа (12) может быть сведено к укороченному уравнению 
для показателя Флоке (: 

1 . 2 12 2 - (т/2 - z(m) + Wo = /W1/ , (13) 

где WO,I - первые фурье-компоненты функции 

W(t) = W (t/l = ~) = (mf(t) + g(t) + i~ f(t) + (3 [(mh(t) +q(t) + i~ h(t)] e-imТ /2 . 

Бифуркационная rpаница определяется из (13), когда (= о. 
Если r = О, то эта rpаница может быть также определена стандартным методом [22] 

из следующеro обыкновенного дифференциального уравнения, полученноro из уравне

ния (11) с запаздыванием при переопределенной выше величине (3: 

ф + (f + 2ah)<jJ + (g + 2aq)<p = о. (14) 

Уравнение (14), как и (11), есть уравнение для нахождения параметров системы, в 
том числе бифуркационных, при условии, что функция <р является 2T-периодичноЙ. 

Уравнение (14) имеет два линейно независимыхрешения: <р1 и e-оt <Р2, где <Р1,2 - 2Т-пе
риодические функции, о - постоянный член в фурье-разложении функции F (О = 

= f (t) + 2ah (t) и определяет константу затухания, равную сумме двух ляпуновских по
казателей (1\:1 = 0,1\:2 = -о) С обратным знаком. Эти показатели при достаточно малых 
а являются максимальными в исходной системе (1), которая, как и любая система с 
запаздыванием, обладает бесконечным числом характеристических показателей. 

С помощью замены переменных: <р = ехр {-0/2) J F (т') dr'} 'Г/ приводим (14) к 
уравнению Хилла: 

ij + G (t) 'Г/ = о, 

где 

1 1 
G (t) = [g (t) + 2а q (t)] - "2 [! (t) + 2а h (t)]~ - 4 [f (t) + 2а h (t)]2 . 

Если ввести новое нормированное вреМя т' = mt, уравнение принимает канонический 
вид: 

ij + ~2 [()о + 2 f: ()k cos (kr' - fk)] 'Г/ = о, 
k=1 

где ()k - фурье-компоненты функции G (t); величина VJ = .../Во/т::::: l/т - частота 
осцилляций невозмущенной системы. Следуя методу Уиттекера для n-й зоны неустой

чивости, в первом приближении решение может быть взято в виде: 

'Г/ = ev-r' sin (~T' + а) . 

Здесь v - показатель Флоке для уравнения Хилла, принимающий вещественные или 

чисто мнимые значения, а - константа. Будем рассматривать лишь нечетные зоны, 
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так как необходимое требование 2Т -периодичности выполняется только на границе этих 
зон. Отметим, что нечетные зоны (n = 21 + 1) определяются значениями частоты моду
ляции m = 2/n, близкими к частотам 21г/Т* положительной (а < О) обратной связи в 
системе без модуляции (л = О), при которых возможна бифуркация Андронова-Хопфа. 
Будем интересоваться главным образом основной (первой) зоной неустоЙЧивости. По

казатели Флоке MOryт быть найдены из уравнения 

2 00 + O~ n -2 -4· 
m m 

Условие УСТОЙЧИ)lOсти определяются следующим неравенством: 

Re к = Re (-8/2 ± v) < О, 

которое приводится К виду 

8> О, 

(15) 

(16) 

Выражения (15), (16) определяют бифуркационную границу, которая практически со
впадает с найденной из более общего уравнения (13). Однако неравенства (15), (16) 
более удобны для анализа и позволяют сделать ряд простых выводов. 

Рассмотрим первую зону (n = 1). Поведение системы вблизи неустойчивой орбиты 
в бифуркационной точке в основном определяется двумя максимальными показатеЛЯми 

Ляпунова, которые дают следующую константу затухания: 

Рассматривая глубину обратной связи а как переменную второго порядка малости по 

отношению к параметру Е\,2 '" Е, мы можем заключить, что вблизи порога неустойчиво

сти при m - 2 = д « 1 амплитуда r цикла мала. Тогда обратная связь влияет в основном 
лишь на константу затухания (8 ... = 8 (а) - 8 (а = О) '" а/Е'" Е '" 8, С ... '" а '" Е2 « С). 
Изменение коэффициентов 00, 0\, как и фурье-компонент функции G (и следовательно, 
показателей v), сопровождающее изменение а; также мало. При таких ограничениях 
на параметры системы может быть получено следующее соотношение для амплитуды 

цикла [14]: 

лm 

При этом 
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а 

OL-____ ~ __ ~~ ____ ~ __ ~ 
-0.1 0.1 

т - 2 

б 

О 

-5 

-10 

4 
-15е::::======::;::::::=======::L=:::=J 

О Ас 0.05 0.1 А 

Рис. 2. Бифуркационные границы на плоскостях (л, т) и (а, л) в случае малых oTcтpoeKLl = т-2 
и дополнительной задержки т = О. а) Кривая 1 - граница виртуальной бифуркации Андронова

Хопфа, кривая 2 - граница бифуркации удвоения периода при а = -0.011. Область между этими 
кривыми является областью классического сжатия. б) Кривые 3 и 4 - соответственно границы 

бифуркаций удвоения периода при Ll = 0.05 и Андронова-Хопфа, лс - точка вырожденной би-

фуркации Андронова-Хопфа 

Тогда бифуркационная граница удвоения периода 1/ = 8/2, определенная неравен
ством (15), описывается уравнением 

(17) 

которое совпадает с полученным в [19]. Эта кривая показана на рис. 2а, б. 
При т т О биФуркаЦИОНf-Iая граница может быть получена только непосредственно 

из (1З) в виде, аналогичном (17), при тех же предположениях: 

( л) 2 ( 2а. т Т) 2 ( 2а т Т) 2 
- = ,1. - -- sш - + Еl + Е2 + -- COS -
Зf2 Еl 2 Е, 2 

(18) 

Из сравнения (18) и (17) можно сделать вывод, что при наличии дополнительной за
держки т роль затухания в системе иг.рает величина Е, + Е2 + (2а/Е,) cos (mт /2), зави
сящая периодически от т. 

Orpицательная обратная связь (а > О) увеличивает 8, что приводит К подавлению 
бифуркации удвоения периода и стабилизации Т -цикла, поскольку, как видно из (17) 
при малом ,1., порог неустойчивости пропорционален диссипации в системе: 

Результаты расчетов с использованием общего уравнения (13), представленные на 

рис. За, показывают, что этот вывод, сделанный вблизи резонанса (т ~ 2), справедлив 
в более широкой области. Исключением являются значения т » 2. Так, при т > 2.4 
порог неустойчивости по Л, наоборот, несколько понижается, т. е. отрицательная обрат

ная связь может приводить к дестабилизации через бифуркацию удвоения периода. 

Рисунок За показывает такЖе бифуркационные границы, полученные численным 
интегрированием системы (1). Можно видеть, что кривые, вычисленные аналитически 
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б 

OL-~ ______ ~ ______ ~ ____ __ 
1.5 2.0 2.5 т 

Рис. 3. Границы бифуркации удвоения периода на плоскости (л, т): а - а = О (кривые 2, 
4); а = 0.01, т/Т = 0.1 (кривые 1, 3); кривые 1, 2 - численные результаты, полученные при 

интегрировании системы (1), кривые 3, 4 получены на основе аналитических вычислений 
по формуле (13); б - а = 1/70, т/Т = 0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5 соответственно для кривых 

0,1,2,3,4,'5 

и численно, хорошо совпадают при 1.6 ~ m ~ 2.4 и описывают правильную тенденцию 
сдвига границы при m < 1.6 и m > 2.4. Таким образом, аналитические результаты 
остаются верными в достаточно широком интервале изменения т. 

Смещение бифуркационной границы зависит также от задержки 'т (рис. 36), кото
рая определяет фазовый сдвиг пульсаций сигнала обратной связи относительно пуль

саций лазера и, следовательно, влияет на эффективную глубину обратной связи а' = 
= а cos (т'Т/2) , изменяя полнуюдиссипацию в системе. Так, изменение 'т на величину 
т эквивалентно изменению знака у а'. Как следует из уравнений (11)-(13) и (18), зна
чения бифуркационных параметров 2T-периоДичны по 'Т. Вблизи т ~ 2 повышение 
порога неустойчивости оптимально при 'т ~ О. 

Положительная обратная связь (а < О), наоборот, уменьшает трение в системе и, 
следовательно, ведет к пон'ижению порога удвоения периода по А даже вблизи резонан
са. В частности, из (17) следует, что при m = 2 (~ = О) порог бифуркации удвоения 
периода подходит к нулю при аа = - [(€l + €2) €2) /2 (6 = О). При конечных отстройках 
от точного резонансного условия (т = 2) минимальный порог также определяется тре
бованием 6 = О и равен Ас = 3€2 I~I (кривая 1 на рис. 2а, пересечение кривых 3 и 4 на 
рис. 26). На этой границе 11 = О. 

Orметим, что кривая 1 определяется равенством 11 = О при любой величине 6 и 
зазор между ней и границей бифуркации удвоения периода 11 = 6/2 является обла
стью классического сжатия (или анизотропии фазового пространства) [23, 24J. Условие 
11 = О определяет кривую, которая ,может быть названа границей виртуальной бифур
кации Андронова-Хопфа [25], поскольку выше нее мультипликаторы действительны, а 
ниже -- становятся комплексно сопряженными. При уменьшении глубины модуляции 

до нуля они виртуально двигаются вблизи границы единичной окружности, не пересе

кая ее. 

В области, где величина 11' становится чисто мнимой, виртуальная бифуркация 
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Рис. 4. Границы бифуркаций на плос

кости (л, т), полученные интегрировани

ем линеаризованного уравнения (5). а) 

т/Т = 0.1, а = О (1), 0.005 (2), 0.02 (3), 
0.04 (4); АВ соответствует бифуркации 
седло-узел, CD - бифуркации удвоения 

периода, ВС - бифуркации Андронова

Хопфа. б) т/Т = 0.1, а = О (1), -0.005 
(2), -1/70 (3), -0.02 (4); АС - граница 

БИфуркации седло-узел, С D - удвоения 

периода, D Е, D В, F Е - бифуркации 

Андронова-Хопфа. в) а = 1/70, т/Т = О 
(1),0.2 (2), 0.5 (3), 0.7 (4), 0.8 (5); АВ
граница бифуркации седло-узел, CD -
удвоения периода, ВС, ED - бифурка-

ции Андронова-Хопфа 

Андронова-Хопфа превращается в реальную, когда положительная обратная связь ком

пенсирует «трение» В системе. Поэтому при 8 :::; О для л < лс система неустойчива толь
ко из-за бифуркации Андронова-Хопфа, порог которой по а в первом приближении не 

зависит от л и ~ в этой области и равен анор! :::::: ао. Это значение равно минимально
му порогу по а бифуркации Андронова-Хопфа в лазере без модуляции (уравнения (8), 
(9), а* = €lb*). Напомним, что частота возбуждающихся пульсаций также совпада

ет с частотой Андронова-Хопфа при л = о. По-видимому, природа неустойчивости в 
этих случаях едина и связана с раскачкой релаксационных колебаний при определен

ном соотношении их частот и частот обратной связи и модуляции потерь. Если 8 = О, 
то при л = лс мы имеем случай вырожденной бифуркации Андронова-Хопфа, когда 
она совпадает с бифуркацией удвоения периода. Выше этой rpаницы Т -периодическое 

решение неустойчиво к возмущениям с периодом 2Т, нЮ\<е - к возмущениям с часто

той Андронова-Хопфа. При 8;:::: О Т-цикл устойчив в окрестности л:::; ле . Естественно 

предположить, что бифуркационная rpаница с нулевым затуханием существует и вдали 

от m :::::: 2. В этом случае величина анор!, определенная из условия 8 = О, зависит 
также от m и л и может, в принципе, принимать и положительные значения. Более 
того, в силу сложной зависимости 8 (л, т) вдали от резонанса условие 8 = О может быть 
неоднозначно по л и т. 

Полученные выше закономерности подтверждаются численным интеrpировани-
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ем системы, линеаризованной вблизи Т-периодического решения ХО, и приведены на 

рис. 4. Кривые АВ (рис. 4а, 8) и АС (рис. 46) являются границами бифуркации седло
узел, которая не зависит от а. Вследствие того что начальное приближение первой 

гармоникой точного Т -периодического решения ХО в области резонанса при т :::; 1 
является несколько грубым, эта граница слегка сдвинута по отношению к реальной гра

нице, найденной с помощью прямого интегрирования системы (1). Кривая eD пред
ставляет собой границу бифуркации удвоения периода. Ее зависимость от а (рис. 4а 

а > О, рис. 46 а < О) и т (рис. 48) демонстрирует согласие с нашими аналитически
ми результатами. Когда эта часть кривой касается оси л = О, она становится грани

цей виртуальной бифуркации Андронова-Хопфа вблизи т ~ 2 (часть С D кривой 3 на 
рис. 46). Оба мультипликатора на этой кривой вблизи минимума близки к -1. Сдвиг 
точки касания относительно точного резонанса (т = 2) связан с ненулевым значением 
т и определяется из (18) величиной d = (2a/€\) sin (тт/2). Ниже нее мультипликаторы 
системы комплексны и устойчивость Т-цикла зависит от величины б. При lal > laol 
и б :::; О вблизи т ~ 2 (кривая 4 на рис. 46) Т-периодическое решение неустойчиво к 
бифуркации Андронова-Хопфа в широкой области значений т, ограниченной бифур

кационными кривыми DB, РЕ, где б меняет знак. При lal < laol, Т.е. когда б ~ О 
вблизи т ~ 2 (кривая 3 на рис. 46 и кривые ~4 на рис. 48), неустойчивость Андронова
Хопфа появляется только вдали от резонанса в областях, ограниченных кривыми ве 

(рис. 4а) и DE (рис. 46). Например, при а > О она имеет место слева от бифуркаци
онной кривой удвоения периода (рис. 4а). При движении вдоль кривой ве к точке С 

(точка бифуркации удвоения периода) мультипликаторы стремятся к -1. При прибли
жении к точке В (бифуркация седло-узел) мультипликаторы стремятся к 1. При а < О 
неустойчивость Андронова-Хопфа существует справа от бифуркации удвоения периода 

(рис. 46). 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Мы рассмотрели возможность контроля хаоса с помощью непрерывной запазды

вающей обратной связи для лазеров класса В с модуляцией потерь. С этой целью была 

развита теория, вытекающая из анализа устойчивости в общей форме. Сделаны ана

литические оценки границ бифуркаций седло-узел, удвоения периода и Андронова

Хопфа, что дает информацию о тенденциях неустойчивостей в системе при изменении 
параметров. 

. В результате бьmо выяснено, что схема с обратной связью Пирагаса не из~еняет 
устойчивости циклов с действительными мультипликаторами, большими единицы, что 

означает, например, независимость от такой обратной связи границ бифуркаций седло

узел и нарушения симметрии. 

Физический механизм подавления бифуркации удвоения периода связан с увеличе

нием полной диссипации в системе за счет эффекта обратной связи. При определенных 

параметрах обратной связи диссипация в системе может, наоборот, уменьшаться, что 

приводит к возбуждению неустоЙчивости. 

В данной работе аналитически рассмотрено влияние неизбежной технической за

держки в схеме непрерывной обратной связи. Это влияние становится особенно важ

ным для быстрых систем, где задержка может быть сравнима или даже больше основного 

периода осцилляций, которые необходимо стабилизировать, как, например, в полупро-
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ВОДНИКОВОМ лазере (Т ':::= 10 нс, Т ':::= 1 нс). В этих случаях аналитические результаты 
нацболее полезны, поскольку прямой численный счет занимает много компьютерного 

времени и памяти. Техническая задержка приводитк изменению порога бифуркации 

удвоения периода с периодом 2Т, что было подтверждено недавно в независимых чис
ленных исследованиях [26,27]. 

Бифуркация Андронова-Хопфа появляется в системе, когда диссипация компен

сируется обратной связью. Вблизи резонанса (т = 2) эта неустойчивость имеет место 
при тех же глубинах обратной связи, что и без модуляции потерь, и связана в основном 

с действием обратной связи, возбуждающей релаксационные осцилляции при опреде

ленном соотношении их частоты и частот обратной связи. 

Заметим, что наш анализ выполнен с использованием метода гармонического ба

ланса для определения Т -периодического решения в его простейшей форме, когда толь

ко одна гармоника для логарифма интенсивности принимается в рассмотрение. Этот 

метод дает хорошие результаты для низших бифуркаций (первые неустойчивости) в 

области частоты модуляции т 2: 1.5, где осцилляции еще достаточно малы. Вблизи 
резонанса (т ~ 1) этот метод менее точен, но все еще дает очень полезное понима
ние общих тенденций поведения неустоЙчивостеЙ. Аналитические оценки в этой обла

сти могут быть улучшены с использованием либо большего числа гармоник в методе 

гармонического баланса или с привлечением асимптотического квазиконсервативного 

подхода Ляпунова для нахождения Т-периодического решения [14, 15J. 
Справедливость приближений, сделанных на стадии решения линеаризованной си

стемы уравнений, для определения бифуркационных границ подтверждается числен

ным интегрированием уравнений (5) и (1). 

Исследование, выполненное в данной работе, стало возможным благодаря под

держке Международного научного фонда (грант NQ МХ5000) и Фонда фундаментальных 
исследований Беларуси (грант N2 ФI5006). 
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