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Найдены классические аналоги квантовых систем, способных к стимулированному 

излучению в отсутствие инверсии. Показано, что циклотронная параметрическая неустой

чивость при низкочастотной модуляции функции распределения резонансных частиц мо

жет приводить к усилению бихроматического высокочастотного поля даже в том случае, 

когда усиление каждой из спектральных компонент по отдельности невозможно. Ана

логичные режимы указаны для черенковского резонанса и иллюстративной (модельной) 

системы с сосредоточенными параметрами. Предложено использование данного эффекта 

для конверсии микроволнового излучения с повышением частоты. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Современная физика радиационных процессов в плазме и приборах СВЧ-элект

роники существенно опирается на глубокую аналогию между механизмами излучения 

ансамблей квантовых и классических осцилляторов. «Мазерные» механизмы излучения 

коллективов заряженных частиц занимают важнейшее место в теор~и неустойчивостей 

лабораторной [1] и космической [2] плазмы, в физике мазеров и лазеров на свобод
ных элеКТРQнах l ) [3, 4]. При этом критерии неустойчивости «классических» функций 
распределения заряженных частиц по отношению к когерентному излучению электро

магнитных волн различных типов являются естественным обобшением условия инвер

сии населенностей в элементарной квантовой двухуровневой системе, а релаксация не

устойчивых распределений к «плато» В пространстве импульсов (при несущественности 

процессов спонтанного излучения и безызлучательной релаксации) - это прямой ана

лог выравнивания населенностей на резонансном переходе в результате взаимодействия 

квантовой системы с мошны м излучением (см" например, [2]). 
Вопрос о том, насколько требование инверсии универсально, является, очевидно, 

одним из принципиальных моментов теории взаимодействия излучения с вешеством. 

Казалось бы, кроме неустойчивости квазимонохроматических электромагнитных мод в 

инвертированной системе и «чисто шумового» излучения равновесного ансамбля мо

ГУТ, в принципе, существовать «промежугочные» варианты. Другими словами, не может 

ли неравновесная, хотя и не инвертированная, система релаксировать к равновесию2) 

1) Классическая СВЧ-электроника успешно заимствует не только «идеологию», но И конструк
тивные элементы квантовых приборов [4; 5]. 

2) Особый вопрос -:- каково это равновесие? Насколько универсальной является тенденция ре
лаксации энергетического спектра к «плато»? 
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Рис. 1. Трехуровневая л-схема 

---,1-----""""'"-- f; 
-L..-------e. 

в результате неустойчивости немонохроматического электромагнитноro поля3)? В по
следние годы подобные режимы излучения бьmи наЙдены для квантовых систем (здесь 

и далее в этой связи мы ссылаемся на обзор [6]). Оказалось, в частности, что при рас
щеплении одного из уровней элементарной двухуровневой системы (см. рис. 1) при 
определенных условиях возможна параметрическая неустойчивость, приводящая к re
нерации двухчастотноro излучения в отсутствие традиционной инверсии. При этом, тем 

не менее, энергетическим резервуаром являются электроны на верхнем энергетическом 

уровне - как и при традиционной «мазерной» неустоЙчивости. 

Данная работа посвящена поиску классического аналога неустойчивой квантовой 

«безынверсной» системы. Фундаментальный аспект этой задачи состоит, очевидно, в 

расширении наших представлений о классах коллективов заряженных частиц, в ко

торых возможна генерация стимулированного излучения. Прикладной интерес здесь 

связан с общей, по существу, проблемой квантовой и классической электроники: по 

мере повышения частоты генерации создание необходимой инверсии оказывается все 

более затруднительным4). 

План статьи следующий. В разд. 2 с необходимой ДI1я построения классического 
аналога подробностью обсуждаются особенности «безынверсноro» излучения квантовой 

трехуровневой системы и приводится ее простейший классический аналог - система 

из трех связанных осцилляторов с нелинейным трением (см. рис. 2). На основе анализа 
этой модельной системы сделан вывод о том, что аналогом «безынверсноro» стимулиро

BaHHoro излучения квантовой системы для классического ансамбля электронов является 
параметрическая неустойчивость на резонансных частицах, общих для двух ВЧ-МОд И 

их биений. В разд. 3 построена линейная теория циклотронной неустойчивости подоб
Horo типа, в разд. 4 при помощи квазилинейной теории анализируются соответствую
щие энергетические соотношения и особенности релаксации функции распределения 

при развитии «безынверсной» неустоЙчивости. В Заключении (разд. 5) обсуждаются 
полученные результаты, возможные приложения и направления исследований в этой 

области. 

J) Очевидно, что эта возможность существует лишь в нелинейных режимах, так как в линейной 
системе немонохроматичность возмущения в силу принципа суперпозиции не может привести к 

качественно новым эффектам. 

4) В электронных мазерах и лазерах, в частности, эта теиденция проявляется в ужесточении тре
бований к качеству электронных пучков [7). 
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Рис. z. Модельная система с сосредото

ченными параметрами 

z. прocrЕЙШИЕ МОДЕЛИ .БЕЗЫНВЕРСНОГО. Cl'ИМУЛИРОВАННОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 

«Безынверсное. стимулированное излучение различных квантовых систем обсужда

лось в большом числе работ по квантовой :злектронике (см., например, обзор [6] и ци
тируемую там литературу). Мы изложим этот вопрос в той форме и с той мерой под

робности, которые, на наш ВЗГЛЯД, необходимы для последовательного и наглядного 

перехода к классической модели. В частности, более подробно, чем в указанных рабо

тах, мы остановимся на условиях пространственноro синхронизма при «безынверсной» 

генерации в распределенной системе. 

Наиболее наглядным примером квантовой системы, в которой возможно стимули

рованное излучение без традиционной инверсии, является так называемая л-схема [6]. 
Это трехуровневая система (рис. 1) с уровнями энергии 'i'j (j = 1,2,3), которым соот
ветствуют два ВЧ-перехода (3 +-+ 1, 3 +-+ 2) и один НЧ-переход (2 +-+ 1). Рассмотрим 
взаимодействие этой системы с бихроматическим полем 

(1) 

где е - единичный вектор поляризации, частоты "-'1,2 соответствуют частотам ВЧ
переходов h-I('i'з - 'i'2 1) и, следовательно, должны также удовлетворять условию ком-, 
бинационного синхронизма . 

'i'2 - 'i'1 
"-'1 - "-'2 = "-'о = ~--

h· 
(2) 

Вероятность перехода в единицу времени с уровня 3 на уровни 1 и 2 определяется 
суммой стандартных вероятностей переходов 3 +-+ 1 и 3 +-+ 2 под действием резонансных 
гармоник [8,9]. В то же время для переходов «вверх. стандартные вероятности переходов 
в системе, находящейся в «чистом. состоянии, справедливы лишь в том случае, если 

начальное условие соответствует определенной энергии 'i'1 или 'i'2. Другая ситуация 
имеет место при «суперпозиционном» начальном условии для волновой функции: 

(здесь 'ФI,2 - соответствующие собственные функции оператора энергии, q - совокуп

ность обобщенных координат квантовой системы, коэффициенты al,2 удовлетворяют 
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н.ормир.овке la11 2 + la212 = 1). В эт.ом случае рассчитанная традици.онным мет.од.ом в.оз
мущений вер.оятн.ость перех.ода имеет «интерференци.онную» структуру, так как сум

мируются на парциальные вер.оятности перех.од.ов, а в.озмущения к.омплексн.оЙ волн.о

в.оЙ функции [10]. Предп.олагая для .определенн.ости ур.овень 3 «размытым» (например, 
в силу к.онечн.ости· времени жизни на верхнем ур.овне) в мал.оЙ .окрестн.ости энергии 
'iJ'g = 'i'2 + hl.l.)2 = 'i'1 + hl.l.J1, п.олучаем 

где dij - матричный элемент .операт.ора проекции электр.одип.ольн.ого м.омента на на

правление е, 

'i'з - 'i'1 'i'з - 'i'2 '1'3 - 'iJ'g 
~ = h - 1.1.)1 = h - 1.1.)2 = h ' 

1'(.1) - .описывающая размытие верхнего ур.овня пл.отн.ость с.ост.ояниЙ (имеющая в н.ор

мир.овке ! 1'(~) d~ = 1 размерн.ость обратн.оЙ част.оты), Б(~) - дельта-функция. C"le

ВИдн.о, чт.о при усл.овиях 

(3) 

вер.оятность перех.ода W(i) завед.ом.о меньше суммы .обычных вер.оятн.остеЙ перех.од.ов 
3 +-+ 1 и 3 +-+ 2 с весами lal,21 2 (см. также [10]). Эт.о .обст.оятельств.о иллюстрирует 
принципиальную в.озм.ожн.ость стимулир.ованн.ого излучения uaHT.oB.or.o .осциллят.ора в 
отсутствие инверсии. Если д.о включения ВЧ-п.оля трехур.овневыЙ ат.ом нах.одился в 

смешанн.ом с.ост.оянии, характеризуем.ом матрицей плотн.ости Pij, т.о при п.ом.ощи из
л.оженн.оЙ, например в [9], техники м.ожн.о п.олучить эквивалентные (3) не.обх.одимые 
усл.овия «безынверсн.ог.о» стимулир.ованн.ог.о излучения: 

Р2l =t о, arg (Р21) = 7r - l.I.)ot + arg (dз1 dЗ2 Е1 Е;) . (4) 

Теперь рассм.отрим распределенный в пр.остранстве ансамбль не взаим.одеЙству

ющих друг с друг.ом (для наглядн.ости) трехур.овневых ат.ом.ов .описанн.ого выше типа. 

Такую систему м.ожн.о .охарактериз.овать наб.ор.ом матриц пл.отн.ости pt, где индекс k 
с.о.ответствует ат.ому, центр K.oT.op.or.o расп.ол.ожен в т.очке с радиус.ом-вект.ор.ом r = rk. 
для в.олн.овых п.олеЙ (Е1 ,2 -+ Е1,2 exp(ik1,2 r» в рамках дип.ольн.ого приближения усл.о
вия (4) M.oryт быть вып.олнены для всех ат.ом.ов на трассе распр.остранения в.олн лишь 
при усл.овии 

(5) 

где l.{Jо = c.onst. Последнее соотн.ошение п.оказывает, чт.о для «безынверсн.ог.о» усиления 
в распределенн.ом ансамбле, п.омим.о усл.овия временн.ого синхр.онизма (2), не.обх.оди
м.о вып.олнение с.о.ответствующего усл.овия пр.остранственн.ог.о синхр.онизма. Эт.о усл.о

вие уд.обн.о сф.ормулир.овать для зависящей от к.о.ординат r, t статистическ.оЙ матрицы 
Pij(r, t), к.от.орая .определяет, в частности, не.одн.ор.одныЙ дип.ольныЙ м.омент единичн.о
r.o .объема d (r, t) (см., также [9]): 
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где 

- IUIOТНOCТb атомов. 

Если расстояние между атомами много меньше длин волн 211"/ kl ,2, то из определе

ний (6) и условия (5) следует, что матрица Pij(r, t) имеет отличный от нуля недиаго
нальный матричный элемент 

Р21 (r, t) = 0"21 ехр( -il..Vоt + i"r), 

синхронизованный с бихроматическим полем условиями параметрического (комбина

ционного) резонанса (2), 

(7) 

Такое состояние электронов на НЧ-переходе называют когерентным5) [6,11]. При этом 
у высокочастотного дипольного момента единицы объема среды появляются «комби

национные» компоненты, связываюшие между собой волновые гармоники (1..V1,k l ) и 

(1..V2, k2): 

(d е )сотЬ = N Е2 ехр [-i(l..Vlt - k1r)] k J dд { т(д) ~(д) dз2d;1 0"21 } + 

+ N Е1 ехр [-i(1..V2 t - k2r)} k J dд { т(д) ~(д) d;2dЗI 0";1 }, 

где ~ = 9'/ д - i1Г(5(д), 9' - интеrpал в смысле главного значения, IUIOTHOCTL атомов 
предполагается однородной. В отсутствие резонансов (т. е. для т(О) = О) одновременное 
усиление ВЧ-волн запрешено соотношениями Мэнли-Роу6): 

Здесь 

d д 
- = - + (У 12V ) dt Bt gr, , 

Vgr 1,2 И 1'1,2 - rpупповые скорости и стандартные линейные декременты мод, 

[ 1 д 2] ZI,2 = - -(I..V е), 
I..V BI..V "'=""2 

') В этом случае, естественно, в системе существует волна НЧ-поляризации. 
6) Фактически, в этом случае имеет место стандартное комбинационное рассеяние. 
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€ - действительная диэлектрическая проницаемость среды. 

Ограничение, накладываемое соотношениями Мэнли-Роу, исчезает, оказывается, 

при учете излучательных процессов, связанных с «парциальными» резонансами для 

ВЧ-мод. В качестве иллюстрации рассмотрим простой случай, когда частоты ""'1,2 при

надлежат центрам соответствующих резонансных линий (т. е. интегралы в смысле глав

ного значения в выражении для «комбинационного» дипольного момента равны нулю). 

В этом случае укороченные уравнения для двух связанных волновых гармоник имеют 

вид 

d 
dt Е1 + "YIE1 = -С1 0'21 Е2 , 

~ Е2 + "У2Е2 = -С2 0'21 E1, 

(8) 

где 

Система (8) неустойчива, как нетрудно убедиться, при условии 

Если линейная диссипация волн связана исключительно с резонансным поглощением 

на переходах 3 ..... 1, 3 ~ 2, то линейные декременты можно выразить через соответ
ствующие разности населенностей на уровнях7) 1, 2, 3 (см., например, [6,9]): 

rдe nl,2,З - населенности уровней в нормировке nl +n2+nЗ = 1, причем для рассмотрен
ной нами системы с «размытым» верхним уровнем такое выражение для декрементов 

соответствует простейшему вероятностному распределению населенности на верхнем 

уровне nеЗ(~) = nз 1'(~). В этом случае условие неустойчивости сводится к неравенст

ву [6, 11) 

(9) 

Выражение (9), собственно, и демонстрирует возможность организации стимулирован
ного излучения в среде без традиционной инверсии8), т. е. при n 1, n2 > nз. 

Рассмотренная выше среда является, конечно, неравновесной уже в силу отличия 

от нуля недиагональных элементов матрицы плотности [8,9). Важно, однако, отметить, 
что источником энергии при «безынверсной» генерации служит отнюдь не соответству

ющая этому возмущению матрицы плотности волна НЧ-поляризации, а электроны на 

7) В рамках подхода, основанного на феноменологических уравнениях для матрицы плотности, 

в выражения для коэффициентов 11,2 и а 1 ,2 вместо нормированной плотности состояний 11'1'(0) 
входит некоторая константа затухания [6,11]. 

8) В [6] неравенство (9) получено в рамках модели, использующей феноменологические уравнения 
для матрицы плотности. 
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верхнем энергетическом уровне9) [6]. В этом смысле мы имеем дело именно с мазерным 
механизмом генерации. 

Простейшим классическим аналогом квантовой л-схемы является следующая ко

лебательная система с сосредоточенными параметрами (рис. 2). Пусть имеются два ра
диотехнических ВЧ-контура с собственными частотами W1,2 = 1/ JL 1,2 С1 ,2 И отрица
тельным сопротимением R a < О. Сами по себе эти контуры, естественно, неустойчи
вы, однако через индуктивные связи они нагружены на низкочастотный (НЧ) контур с 

частотой wo = = 1/ J LoCo инелинейным сопротимением R N = RoО + (ЗIо ) (здесь 10 -
ток в НЧ-контуре). Пусть в линейном приближении (при {3 = О) система устойчива. 
При упрощающих предположениях слабой связи и слабой диссипации 

М1 ,2 М1 ,2 _ Ra ~ «: 1 
L 1,2' Lo ' 2L1,2 W1,2 ' 2Lo Wo 

(здесь М1 ,2 - соответствующие коэффициенты взаимоиндукции) условия «Линейной» 

устойчивости следующие: 

. _ Ml,2Ro + Ra 
<51,2 - 2L L2 и > О. 

1,2 О 1,2 

Если, однако, НЧ-колебания тока в «диссипативном» контуре (10 :::::: Re[1L exp(-iwot)]) 
модулируют сопротимение 

RN :::::: Ro {1 + {3 Re[1L exp(-iwot)]}, 

то при условии комбинационного резонанса 

(здесь 

~1 - ~2 = WO 

- _ 1,2 
( М2 ) W1,2 - W1,2 1 - 2L L 

1,2 о 

- слегка смещенные из-за индуктивных связей частоты колебаний в ВЧ-контурах) воз

можна неустоЙЧивость. При этом укороченные уравнения для комплексных амплитуд 

токов в ВЧ-контурах 11,2 точно соответствуют системе (8) при смене обозначений 

1 М2М1Ro 
Е1 ,2 --+ 11,2, 1'1,2 --+ 01,2, • а1 ,2 --+ L' 0"21 --+ 4L2 {31L , 

1,2 О 

9) При nз = О условие (9) невыполнимо, так как в силу свойства матрицы плотности [8) 10'2112 ~ 
~ nln2. С другой стороны, условие неустойчивости (9) вообще не зависит от матричного элемента 
дипольного момента НЧ-перехода. 

10) Без постоянного отрицательного сопротивления (я.. = О) условие неустойчивости может быть 
выполнено лишь ДJ1Я весьма сильной модуляции ({3IL > 2), когда сопротивление в схеме является 
существенно знакопеременной величиной. Это следствие известиого (см., например, [12) свой

ства колебательных систем: модуляция всегда положительного сопротивления (или, в механиче

ской системе, коэффициента трения) не приводит к неустойчивости, так как при такой модуляции 

в систему не вводится энергия. 
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Легко понять, что в этой наглядной модели ВЧ-контуры моделируют переходы 3 .... 1 и 
3 .... 2, отрицательное сопротивление Ra - отличную от нуля населенность на верхнем 

рабочем уровне, НЧ-контур - переход 2 .... 1. Сопротивление в НЧ-контуре соответ
ствует населенности на нижних рабочих уровнях квантовой системы. Наконец, мо

дуляция сопротивления в НЧ-контуре под действием возбужденных в нем колебаний 

моделирует влияние возбуждения когерентного состояния перехода 2 .... 1 на поглоща
тельную способность трехуровневой л-системы. Физический механизм неустойчивости 

в предложенной системе со сосредоточенными параметрами оказывается весьма инте

ресным. Можно убедиться, что неустойчивому решению соответствует «оптимальное» 

соотношение между фазой биений ВЧ-токов, наведенных в НЧ-контуре и модуляцией 

нелинейного сопротивленияll): узлы биений соответствуют максимальному значению 
сопротивления, пучности - минимальному. Ясно, что при НЧ-колебаниях в проти

вофазе с биениями тока поглощение ВЧ-колебаний в среднем уменьшается, поэтому 

отрицательное сопротивление может вызвать раскачку ВЧ-колебаний, даже если систе

ма бьmа устойчива при постоянном положительном сопротивлении в НЧ-контуре. 

Указанный выше физический механизм позволяет предложить аналог «безынверс

ной» схемы генерации для ансамбля классических электронов-осцилляторов. С макро

скопической точки зрения система (8) соответствует параметрическому взаимодействию 
мод в среде с модулированной проводимостью, неустойчивость в которой обусловле

на описанной выше синхронизацией биений ВЧ-поля с НЧ-колебаниями проводимо

сти. Такая модуляция проводимости в ансамбле классических электронов может быть 

обусловлена низкочастотной модуляцией функции распределения резонансных частиц 

в условиях циклотронного или черенковского синхронизмов. При этом интереqен слу

чай, когда функция распределения «безынверсна» при усреднении по. обобщенным ко

ординатам в фазовом пространстве или (и) по времени. Точно так же, как и соответ

ствующий ансамбль квантовых осцилляторов, рассматриваемая классическая система 

не способна усиливать монохроматическое излучение, однако при определенных усло

виях может отдавать энергию паре волн с «оптимальной» фазой биений относительно 

фазы НЧ-модуляции. 

Основное идеологическое различие «безынверсной» генерации в квантовой и клас

сической системах заключается, по-видимому, в следующем. Движению «классиче

ской» частицы соответствует: большое число переходов между элементарными кванто

выми состояниями. В силу принципиальной «многоуровневости» классической систе

мы в ней будет моделироваться не «чистая» л-схема, а комбинация этой схемы со всеми 

ее мыслимыми вариантами и модификациями (см. [6]). В частности, поскольку НЧ-мо
дуляция неизбежно повлияет не только на поглощающую фракцию электронов, но и на 

излучающие частицы, здесь необходимо отметить так называемую обратную л-схему, 

в которой расщеплен не нижний (как в обычной л-схеме), а верхний рабочий уровень. 

Существующий у системы (8) интеграл 

W+Q=O, 

11) В случае модуляции только реактивных элементов в НЧ-контуре развитие неустойчивости 
при выполнении условий комбинационного резонанса запрещено соотношениями Мэнли-Роу: 

2: (d/dt + 261,2) LI,2VJ~Uf,2 = О. 
1,2 
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где 

позволяет формально трактовать параметрическую неустойчивость системы (8) как 
взаимодействие двух ВЧ-МОд с разными знаками энергии [11]. Эта интерпретация, на 
наш взгляд, не совсем удачна. Дело в том, что в отсутствие параметрической связи рас

сматриваемые здесь электромагнитные волны не способны усиливаться при введении 

дополнительного линейного поглощения - т. е. ни одна из них не обладает основ

ным признаком моды с отрицательной энергией l2) [1,13]. В этой связи сошлемся на 
работу [14], где было обращено внимание на возможность взрывной параметрической 
неустойчивости волн именно с положительной энергией в среде снелинейной прово

димостью. В приближении заданной НЧ-накачки рассмотренная в [14] система соот
ветствует уравнениям (8) при ')'1,2 = О. 

Итак, в качестве классического аналога «безынверсного» излучения ансамбля 

квантовых осцилляторов мы собираемся рассмотреть параметрическую неустойчивость 

электромагнитных волн при периодической модуляции функции распределения «об

щих» резонансных частиц. Orметим, что в работах [15,16] в качестве аналога «безын
версного» квантового прибора предлагается модифицированный вариант оптического 

клистрона [17]. Имеется в виду двухсекционный лазер на свободных электронах (или 
черенковский прибор ). В клистронном промежутке предполагается пространственное 
разделение траекторий электронов таким образом, что время пролета промежутка раз

лично для «излучающей» И «поглощающей» фракций функции распределения электро

нов по скоростям. При этом для «поглощающих» электронов фаза взаимодействия с 

ВЧ-полем за время пролета промежутка меняется на величину 7r(2n + 1), а для «излуча
ющих» - на 27rn. Таким образом, «поглощающая» фракция функции распределения не 
должна вносить вклада в резонансное взаимодействие электронного потока с ВЧ-полем. 
Не обсуждая практическую реализуемость данной схемы, заметим, что снижение тре

бований к скоростному разбросу здесь достигается за счет повышения требований к 

пространственной локализации пучка (иначе трудно разделить в пространстве траекто

рии электронов с небольшой разницей скоростей). В любом случае описанная выше 

система не предполагает характерного для квантовой системы излучения разночастот

ных мод с параметрической связью между ними. 

3. ЦИКЛОТРОННАЯ ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ НЕУСГОЙЧИВОСГЬ НА РЕЗОНАНСНЫХ 
ЧАСГИЦАХ (ЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ) 

в качестве классического аналога «6езынверсной» генерации в ансамбле кванто

вых осцилляторов удобно рассмотреть циклотронное излучение, поскольку в квантовом 

12) Для волны С отрицательной энергией (в традиционном понимании этого термина) любая дис
сипация является механизмом «обратной связи», позволяющим реализовать избыток энергии не

равновесной среды. В этом смысле параметрическая связь с волной положительной энергии лишь 

играет роль некоторой эффективной диссипации. Что касается рассматриваемой здесь неустой

чивости волн с положительной энергией, то для ее реализации принципиально важна именно не

монохроматичность ВЧ-поля. 
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пределе движению частиц в магнитном поле соответствует система дискретных уровней 

Ландау [2,8], Очевидно, что аналогом переходов 3 +-+ 1 и 3 +-+ 2 в этом случае может 
являться резонанс на гармониках циклотронной частоты N и N - L, а «когерентному» 
состоянию низкочастотного перехода 2 +-+ 1 соответствуют колебания функции распре
деления на гармонике циклотронной частоты с номером L, 

Рассмотрим две линейно поляризованные волны, распространяющиеся поперек 

постоянного магнитного поля но = zHo: 

2 

Е = Уо Re L Ej exp(ikjx - il.JJjt), 
j=l 

(10) 

где I.JJ, = I.JJ, 1.JJ2 = I.JJ - О, k1 = k, k2 = k - к" zo и Уо - соответствующие орты координат

ной системы (z,y,x), Пусть частоты волн совпадают с гармониками релятивистской 

циклотронной частоты частиц с энергией ~o = тс2,о (, - гамма-фактор): 

еНо I.JJ I.JJ - Q Q 
I.JJR= -- = - = --- =-, 

тсто N N - L L 
(11) 

в случае слабого возмущения энергии резонансных частиц, когда 1, - ,01 «: ,0, их 
движение в окрестности циклотронных резонансов можно описывать уравнениями не

линейного маятника (см, [7,18, 19]), Движению под действием резонансных гармоник в 
таком приближении соответствует следующая система укороченных уравнений [18,20]: 

где 

w = Р(8, t), iJ = I.JJH(W), 

PII = const, Х = const, 

2 

F = Re "g·a· exp(ik·X + iN·8 - il.JJ ·t) ~зз J J З' 
j=l 

(12) 

(13) 

В уравнениях (12), (13) 8 - фаза циклотронного вращения, W = , - ,0 - возму

щение релятивистского гамма-фактора вследствие возмущения поперечного импуль

са PJ. (продольный импульс PII = Pllmc не меняется), N, = N, N 2 = N - L, gj = 
=.(pJ.o/rnc,o) JNj(Xj), PJ.o = mСV,б -1- РП, JNj - производная функции Бе,Сселя' 
по аргументу Xj = kj Тн, ТН = pJ.O/m'OI.JJR - гирорадиус резонансных частиц. Нако
нец, aj = eEj/mc - нормированные амплитуды волн, Х - координата центра «лар
моровского кружка». 

Далее для простоты мы будем полагать, что все электроны имеют идентичный про

дольный импульс PII (соответствующее обобщение тривиально), Рассмотрим функцию 
распределения f(8, w, Х, t), определяемую уравнением Лиувилля в пространстве уко
роченных переменных (см, [21]): 

8! 8! 8! -+U)H - +р- =0. 
8t 88 8w 

(14) 
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для амплитуд волн Oj также воспользуемся укороченными уравнениями. В случае «ква

зивакуумного» дисперсионного соотношения получаем 

. 21Ге 
0'=--/' 

J те З' 
(15) 

где амплитудLI резонансных гармоник тока /j выражаются через функцию распределе
ния (см., например, [20]): 

/j = ее (/ dw d() [л(), w, х, t) 9j exp(-iNj () - ikjX + i(j)jt)]) . (16) 

Здесь угловые скобки означают усреднение по времени на периоде Т = 211'/0. и по 
координате Х на длине 1 = 211'/ К. 

Пусть В начальный момент времени t = О функция распределения промодулирована 
по углу циклотронного вращения (гироуглу) () и координате Х: 

fi(t = О) = fo(W) + fL(W)COS(<p + L() + кХ). (17) 

в отсутствие воздействия ВЧ-поля функция распределения fi в последующие моменты 
времени определяется из (17) заменой () -+ () - (j)Ht. При этом усредненная по цикло
тронной фазе () функция распределения 

является «безынверсной» в любой момент времени и в каждой точке Х, если в рассма

триваемой области энергий afo/aw < О. Так как в квантовом пределе фаза () не опре
делена для заданной энергии те2 ("УО + W), то в этом случае мы действительно имеем 
классический аналог «безынверсионного» состояния квантовой системы. Модуляция 

функции распределения по гироуглу с периодом 211'/ L является аналогом когерентного 
состояния квантового нч -перехода. 

Далее мы рассмотрим времена t, меньшие времени «баллистической» релаксации 
модулированной компоненты функции распределения lЗ): 

(18) 

где 

(19) 

- характерный разброс модулированной составляющей начального распределения по 

энергиям. Будем решать линеаризованное кинетическое уравнение 

1)) в соответствующей квантовой системе есть, очевидно, симметричное требование: рассматри
ваемые времена должны быть малы по сравнению с временем релаксации «когерентного. состо

яния НЧ-перехода. 
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- + WH(W) 1 = -Р(О, t) - + - cos(ip + LO + кХ - LWHt) [д] - [д 10 д IL ] 
at aw aw 

(20) 

(условие (18) позволяет не дифференцировать по w фазу ip + L8 + кХ - -LWH(W) t). в 
приближении не слишком больших инкрементов можно воспользоваться решением (20) 
при фиксированных амплитудах волн а\.2 (см., например, [21,22]). для начального 

условия i(t = О) = О при учете условий синхронизма (11) получаем следующие выра
жения для резонансных гармоник функции распределения: 

- ~. А alo 1 = - L.J 9jaj ехр [t(Nj 8 + kjX - wjt)] ~(.:ij) aw -
j-\ 

- ~ 92а2 ехр [i(NO + kX - wt)] 17 {(.:i2) a;~ exp(iip) -

- ~ 9\а\ ехр {i [(N - L)8 + (k - к)Х - (W - Q)t] } 17* {(.:i\) с:!: ехр( -iip). (21) 

Здесь 

А i sin(xt) 
~(x) = - [1 - cos(xt)] + --, 

х х 

.:i\ = W - NWH(W), .:i2 = W - (1 - (N - L)WH(W), 

17 = ехр [i(LwH - Q)t] = ехр {i L~R wt} . 

в силу неравенства (18) в (21) можно положить 

При условиях 

17 = 17* = 1. 

W\.2 (.:iw)t » 1, 
'Уа 

W\.2 (.:iwo)t » 1 
'Уа 

(22) 

(23) 

(здесь (.:iwo) - масштаб изменения стационарного распределения lo(w» оператор { 
стремится к стандартному виду (см., например, [9,22]): 

А i9' 
~ --+ - + 1ГЬ(х). 

Х 
(24) 

Таким образом, мы предполагаем, что асимптотическое решение, отвечающее «пра

вилу обхода. Ландау, успевает сформироваться на временах, много меньших времени 

«баллистической. релаксации НЧ-модуляциифункции распределения. При этом од

новременное выполнение соответствующих неравенств (18) и (23) возможно лишь при 
существовании дополнительного малого параметра 

(1 L 
~ = N = 1/« 1. (25) 

Подставив в уравнения возбуждения волн (15) соотношения (16), (21), (22), (24), а также 
учитывая связи (11), получаем 
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где 

QI + ("'Л + iO/)O:I = -аеi'Р(')'n + ion ) 0:2, 

а2 + Ь(')'/ + iOl)0:2 = -e-i'l'(')'n + ion } 0:1, 

1 
а=--

1 - 1} , 

2 
Ь = 9; а. 

91 

(26) 

(27) 

(28) 

Экспоненциальные (0:1,2 '" el-'t) решения системы (26) определяются характеристичес
ким уравнением 

(м + ')'/ + iOZ>[J-L + Ь(')'/ + iO/)] = а(')'n + iOn )2 

и следующей из (26) связью 

0:1 = К = -aei'l'(')'n + ion } 

0:2 J-L + ')'/ + io/ . 

(29) 

(30) 

В простейшем случае, когда О/ = оп = 014), система (26) соответствует уравнениям (8), 
описывающим «6езынверсное» усиление волн в квантовой системе. В случае ')'! < О 
неустойчивое решение существует при условии 

2 Ь 2 а')'n> ')'/, 

которое сводится к физически прозрачному аналогу «квантового» условия (9): 

1 la/L I (д/о) 
2 aw "'H=UJjN > - aw "'H=UJjN 

(31) 

Неравенство (31) обеспечивает возникновение достаточно сильной периодической по 
переменным 8, Х и t «инверсии» в фазовом пространстве. 

Решение характеристического уравнения (29) в общем случае выглядит довольно 
громоздко; тем не менее существование неустойчивых решений с Re J-L > О в случае 
достаточно больших значений a/L/aw не вызывает сомнений. Например, при условии 

14) Частотные сдвиm 6/ и ЬБ/ можно «убратъ», например, модификацией внешней электродина
мической системы, величина 6n равна нулю для нечетного по W возмущения !L(W). 
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неустойчивое решение существует при выполнении еще одного неравенства, которое 

отличается от (31) лишь численным коэффициентом в левой части: 

1 1 + Ь 
- --+--
2 4у'а' 

Точно так же, как и в рассмотренной в разд. 2 системе с сосредоточенными параме
трами, неустойчивому решению системы (26) соответствует определенная «оптималь
ная» синхронизация между биениями ВЧ-колебаний и НЧ-модуляцией системы. Дей

ствительно, воспользуемся интегралом (модифицированным соотношением Мэнли

Роу) системы (26): 

(:t + 21'1) 1~~2 + (:t + 2h /) la;12 
= - Re(1'n а2а; ei'l'), 

откуда для неустойчивого решения следует 

(32) 

Учитывая выражения (27), из (32) получаем 

g1g2 Re [ei'l' К* (iL ) ] > О. 
W <.oJH(w)=<.oJjN 

(33) 

При условии (33) узлы и пучности биений «эффективной силы» 

F = Re [{ a1g1 + a2g2 ехр [-i(L8 + к,Х - Ш)]} ехр [i(N8 + kX - "-It)]] 

приходятся соответственно на точки с отрицательной и положительной производной по 

энергии от осциллирующей компоненты функции распределения 

fL ~ fL(W) cos(t.p + L8 + к,Х - Ш). 

До сих пор мы не обсуждали возможные способы формирования модулированного 

начального распределения (17), уд~влетворяющего условию (31). Не вдаваясь в деталь
ный анализ этого вопроса, мы здесь ограничимся лишь демонстрацией принципиаль

ной возможности создания необходимого начального распределения. 

Пусть в момент времени t = -Т имеется распределение по поперечным энергиям 
типа «размытого» ринга: 

nь (W-Wb)2) 
fo(w) = .,fi (6w) ехр (6W)2 . (34) 

Значению W == l' - 1'0 = О соответствует резонансная энергия тс21'О' удовлетворяю
щая условию синхронизма (11). Максимуму функции распределения (т. е. W = Wb) 
соответствует энергия частиц 'l'b = тс2(1'О + Wb). Рассмотрим случай Wb < О, когда 
резонансные частицы находятся на устойчивом «безынверсном» склоне невозмущенной 

функции распределения. 
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Пусть в течение времени от t = -Т дО t = О действует электромагнитное волновое 
поле с «низкой» частотой n = LUJ R И волновым вектором к: 

Ео = Уо Re [Ео exp(iKx - iШ)] . 

Соответствующее линейное возмущение функции распределения в момент времени 

t = О равно 

где 

о 

IL = -90ао ~~ ! ехр {i [LUJH(W) - п] t }dt, 

еЕо 
ао = --, 

те 

-Т 

P.LO J' ( ) 90 = -- L ХО, 
'Уоте 

ХО = ктн· 

(35) 

Наиболее простым является случай достаточно «короткодействующей» накачки, когда 

В этом приближении получаем простое соотнощение 

810 1 L = - 90ао Т 8w . 

Критерий неустойчивости (31) выполнен, таким образом, при условии 

т I 8210 I (810) "2 90ао -8 2 > - -8 . 
W w-O W w=O 

Из (37) следует, что выполнение неравенства 

т 
(Aw) :» "2la0901 > Iwbl 

(36) 

(37) 

гарантирует реализацию «безынверсной» неустойчивости даже в рамках линейного при

ближения по амплитуде накачки. Случай Wb = О соответствует «беспороговой» неустой
чивости, так как при этом резонансные частицы находятся в максимуме функции рас

пределения (34) и линейные декременты ВЧ-волн равны нулю. 
Выше мы рассмотрели неустойчивость в случае весьма сильной неравновесности 

исходного распределения по энергиям; тем не менее в области резонансных частиц эта 

система действительно «безынверсна.. с точки зрения стандартной линейной теории. 

При этом резонанс на «безынверСном» склоне функции распределения соответствует 
генерации волн с большей частотой, чем при резонансе с частицами из области инвер

сии. Важно отметить, что для монотонно убывающих по энергиям исходных распре

делений «безынверсная» неустойчивость возможна, по-видимому, только если время 
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предварительного воздействия НЧ-поля соизмеримо с периодом «захвата» частицl5) в 
поле волны конечной амплитуды l6) 

в заключение этого раздела отметим, что аналогичная параметрическая неустой

чивость на резонансных частицах может быть реализована, в принципе, и для черен

ковского резонанса. Последнее утверждение следует из формальной эквивалентности 

уравнений (12) и уравнений движения заряженных частиц в поле продольных волн. Од
нако необходимые резонансные условия могут быть выполнены в таком случае лишь 

для замедленных продольных волн без дисперсии, когда 

VJ BVJ 
k = Bk < С. 

в этом смысле рассмотренная выше «циклотронная» система представляется более пер

спективной, так как для ее реализации достаточно «вакуумных» электромагнитных мод. 

4. КВАЗИЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ ЦИКЛОТРОННОЙ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ 
НЕУСГОЙЧИВОСГИ НА РЕЗОНАНСНЫХ ЧАСГИЦАХ 

Анализ энергетических соотношений в рассматриваемой системе требует, есте

ственно, выхода за рамки линейной теории. для соответствующего обобшения мы вос

пользуемся методикой квазилинейной теории волн в плазме. В духе этого подхода (см., 

например, [1,24]) предположим, что в малых окрестностях циклотронных частот NVJR 
и (N - L)VJR возбуждены спектры с наборами частот VJlp = VJp И VJ2p = VJp (N - L)jN, 
где р = 1,2, ... ,00. Как и в стандартном подходе квазилинейной теории, мы рассмот

рим набор гармоник со случайными фазами. Однако комплексные амплитуды E1p и 

Е2р пары гармоник с частотами VJp и VJp(N - L)jN связаны между собой соотноше
нием (30), так как каждая такая пара образует линейное решение системы второго по
рядка (26). Кроме того, построение квазилинейной теории в данном случае осложнено 
еще и необходимостью получения отдельного соотношения для НЧ-осцилляций функ

ции распределения с частотой n ~ LVJR. 
Чтобы не УСЛОЖНЯТЬ дальнейшее изложение чересчур громоздкими формулами, вве

дем упрощающие (но в сущности непринципиальные) предположения. Во-первых, 

предположим, что «коэффициенты связи» В уравнениях движения (12), (13) близки друг 
к другу: 

9 ~ 91,2 » 191 - 921· (38) 

Учитывая также неравенство (25), в этом случае в системе (26) можно положить 

а. ~ 1, Ь~l (39) 

1s) Применительно к случаю циклотронного резонанса эффект захвата описан, например, 
в [19,21). 

16) В квантовой системе аналогичный метод предварительного создания необходимой «НЧ-коге
рентности» соответствует во:щействию "1Г/2-импульса" НЧ-излучения (23). 
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и использовать упрощенные соотношения Д1lЯ инкремента неустойчивости и связи меж

ду комплексными амплитудами усиливаемой «бихроматы»: 

(40) 

К аl i",· 81L = - =е SIgП--. 
а2 8w 

(41) 

Кроме того, учитывая условие IN"-'R -,,-,рl « "-'R, а также неравенства (25) и (18), можно 
упростить связь между частотами и волновыми векторами наборов резонансных гармо-

ник: 

(42) 

в результате указанных упрощений кинетическое уравнение (14) сводится к следующе
му виду: 

~~ + "-'H(W) :~ = -g L Re { Ctlp exp(iNB + ikpX - i"-'pt) х 
р 

х [1 + К ехр(iШ - i,,'x - iLB)]} ;~. (43) 

Усредненное по ансамблю случайных фаз <рр = argCtlp решение будем искать в виде 

<Л",,, = 10(w, t) + 1L(W, t) cos(<p + LB + кХ - Пt). (44) 

Важно отметить, что модулированная компонента функции (Л",р может иметь такой 

вид лишь при условии (18), когда в кинетическом уравнении (43) можно пренебречь 

«баллистическим» членом17) i [L"-'H(W) - п] 1L. Далее, в кинетическом уравнении (43), 

как обычно, методом возмущений найдем билинейные поправки "'а2 , а затем проведем 
усреднение по ансамблю случайных фаз <рр. Учитывая соотношения (18), (39), (41) и 
переходя от суммирования по дискретному спектру к интегрированию по непрерывной 

спектральной интенсивности (см., например, [1,24]), 

L ICtlPI\··) -+ J ICtll:'(.· .)dUJ, 
Р <J 

получаем следующие уравнения Д1lЯ функции распределения: 

810 = ~ [D(W) (810 + ~ 1 81L 1)] , 
8t W 8w 28w 

(45) 

81L = ~ [D(W) (Sigп 81L) 810] , 
8t 8w 8w 8w 

(46) 

17) Эго можно сделать еще и потому, что при условии N» L время корреляции ВЧ-поля много 
меньше времени баллистического «размьггия~ модулированной компонентыI функции распределе

: ния fL. 
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где 

D(w) = g21Г J 'al1~ 8( I.V - NI.VH(W»)dw. (47) 

'" 

Уравнения для спектральных интенсивностей 'al1~ и 'a21~ следуют из линейной теории. 
Используя выражение (40), получаем 

(48) 

а из (41) следует 

(49) 

(в силу последнего соотношения коэффициент диффузии D(w) удается выразить через 
спектральную интенсивность 'al1~). 

Система (45)-(48) удовлетворяет законам сохранения 

J 1o(w) dw = const, mс2 J (,О + w) 1o(w) dw + I e = const, (50) 

w w 

где 

(51) 

-энергия электромагнитного поля. Кроме того, из (46) можно получить весьма нагляд
ное соотношение для эволюции амплитуды модулированной компоненты «медленной» 

функции распределения: 

д J 2 1 J I д 1 L I д 10 - 1L(W)dw = -- - D(w) - dw. 
Bt 2 Bw Bw 

(52) 

На основании вышеприведенных соотношений квазилинейной теории можно про

вести ряд аналогий с соответствующей Квантовой системой. 

1) Из уравнений (45), (48) следует, что в приближении фиксированной НЧ

модуляции «медленная»- функция распределения 1о( w) релаксирует не к «стандартному» 
плато, а к состоянию с отрицательной производной по w. Это состояние соответствует 
порогу рассматриваемой параметрической неустойчивости: 

(53) 

в области D(w) =f О. Таким образом, в процессе «безыверсной» генерации уменьшение 
энергии электронного ансамбля сопровождается образованием функции распределения 

с более резким спадом по энергиям в области резонансных частиц. Этот эффект со

ответствует обеднению верхнего рабочего уровня в квантовой «безынверсной» системе 
(см. (6]). 
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2) Из уравнения (52) следует, что в «безынверсноЙ. системе (т. е. при 8/0/ 8w < 
< О) биения ВЧ-поля усиливают НЧ-модуляцию функции распределения. Этот эффект 
также имеет аналог в квантовой системе - возбуждение и поддержание когерентного 

состояния НЧ-перехода внешним бихроматическим полем [6,11). 
Orметим, что в рамках только системы уравнений (45)-(49) возможность выхода 

на какой-то однозначный стационарный режим весьма проблематична. Дело в том, 

что определяемое условием (53) стационарное состояние для усредненной компонен
ты функции распределения /0 и спектральной интенсивности lal,21: является тако
вым лишь в приближении постоянной амплитуды НЧ-модуляции /L. Сама же ве

личина /L(W), как это ясно из соотношений (46) и (52), продолжает возрастать и 
при условии18) (53). По-видимому, эта тенденция в какой-то мере отражает «взрыв
ной» характер параметрической неустойчивости в средах снелинейной проводимо

стью, когда усиление пары ВЧ-МОд сопровождается также и усилением НЧ-колебаний 

(см. [14). Механизмы установления стационарного состояния, скорее всего, следует 
искать за рамками рассмотренной упрощенной модели (<<баллистическая. релаксация 

НЧ-модуляции, нелинейный сдвиг частоты волн, «захват. частиц и т.д.). 

Из законов сохранения (50) очевидно, что при «безынверсноЙ. генерации ВЧ-поле 
получает энерrию от «медленной. функции распределения /o(w), как и при обычной 
мазерной неустоЙЧивости. При этом сами по себе уравнения квазилинейной теории и 

условие неустойчивости (31), в общем, не ограничивают класс исходных функций рас
пределения /o(w). Такие ограничения, однако, должны возникнуть при рассмотрении 
Toro или иного конкретного способа модуляции функции распределения резонансных 
частиц. 

S. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В предыдущиХ разд~ах мы показали, что циклотронная параметрическая неустой

чивость на резонансных частицах является прямым классическим аналогом эффекта 

«безынверсноЙ. генерации в квантовой трехуровневой системе. Очевидна возможность 

обобщения рассмотренного режима на случай генерации ВЧ -сиrнала, образованного 

произвольным числом различных гармоник. для классической системы, однако, воз

никает следующий вопрос. Может ли энергия, излученная в ВЧ-моды в безынверсном 

режиме, превышать энерrию, вносимую в систему при возбуждении Ж-модуляции? 

Такая возможность очевидна в случае, когда для реализации рассматриваемой неустой

чивости достаточно линейного режима НЧ-модуляции исходной функции распределе

ния частиц (такой пример приведен в разд. 3). В общем же случае ответ на этот вопрос 
неоднозначе!f и зависит от вида исходной функции распределения, конкретной схемы 

накачки и механизма насыщения неустоЙЧивости. Основные направления исследова

ний в этой области, должны быть, по-видимому, следующими: 

18) Верно И обратное: следующее из (46), (52) условие стационарности для амплитуды модуляции 
(a/o/aw = О) не является таковым для функциЙ /o(w) и 'al,21~' если a/L/aW "1 О. Что касается 
очевидного стационарного режима, в котором a/o/aw = a/L/aW = О при D(w) "1 О, то из законов 
сохранения (50) следует, что для неустойчивого «безынверсного" начального состояния релаксация 
к подобному стационарному режиму запрещена условием 1. > О. 
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1) Анализ эффективности различных схем предварительной НЧ-накачки для раз
личных исходных функций распределения электронов. 

2) Исследование схемы с постоянно действующим источником НЧ-модуляции. 
3) Построение самосогласованной теории «безынверсноЙ. неустойчивости, учиты

вающей эволюцию НЧ-модуляции функции распределения резонансных частиц в ре

зультате «баллистической. релаксации и влияния двухчастотного ВЧ-поля. 

4) Анализ влияния таких нелиней}{ых эффектов, как «захват. резонансных частиц 
в мощном поле, нелинейный сдвиг частот и (или) волновых векторов ВЧ-мод. 

Прогресс в решении обозначенных выше задач позволит выяснить возможности 

практического применения оБСУЖдаемого эффекта. На основании полученных в дан

ной работе результатов можно, во всяком случае, предполагать, что циклотроннq.я па

раметрическая неустойчивость на резонансных частицах может быть использована как 

метод конверсии микроволнового излучения с повышением частоты. Речь идет об из

лучении циклотронных гармоник с большими номерами, возБУЖдаемом накачкой на 

низших гармониках. В частности, для реализации квазистационарной «безынверсноЙ. 

генерации можно пропустить электронный поток через модулирующую секцию (где воз

БУЖдены электромагнитные колебания на низкой гармонике циклотронной частоты), а 
затем - через рабочий резонатор. 

По сравнению со стандартным умножением циклотронной частоты [20] этот режим, 
казалось бы, может иметь определенное преимущество. Дело в том, что для прямого 

умножения частоты НЧ-накачки в М раз требуется нелинейность соответствующего 

порядка (или не степенная нелинеЙность). В то же время для описанной выше пара

метрической неустойчивости, даже на сколь угодно высоких гармониках циклотрон

ной частоты вполне достаточно квадратичной нелинейности, а нелинейность низшего 

порядка соответствует, естественно, меньшему уровню мощности НЧ-накачки. Кроме 

того, «безынверсная. природа рассматриваемой неустойчивости позволяет надеяться, 

что такой метод конверсии будет не очень критичен к качеству электронного потока. 

В любом случае дальнейшие исследования в области «безынверсного. стимулиро

ванного излучения коллективов классических осцилляторов-электронов представляют

ся интересным направлением в физике взаимодействия излучения с веществом. 

Авторы благодарны А АБелянину, В. В., Вл. В. и О. А Кочаровским, А Г. Литва

ку, М. И. Рабиновичу, В. Е. Семенову, И. Д. Токману, А М. Фейгину и Г. М. Фрайману 

за оБСУЖдение различных аспектов рассмотренных в данной работе пр06лем. 

Работа частично поддержана Российским фондом фундаментальных исследований 
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