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Показано, что работы по определению эффективной массы полярона большого ра­

диуса, начиная с работы Ландау и Пекара, содержат принципиальную ошибку. Поскольку 

они выполнены в пренебрежении пространственной дисперсией решеточной поляризуе­

мости, максимальная групповая скорость фононов оказывается равной нулю, что означа­

ет неспособность фононной .шубы. полярона следовать за его движением. В настоящей 

работе при учете пространственной дисперсии решеточной поляризуемости получено вы­

ражение для эффективной массы полярона, справедливое во всем интервале скоростей, 

в котором может существовать полярон: от нуля до максимальной групповой скорости 

фононов. В соответствии С полученным выражением масса полярона зависит не толь­

ко от частоты фононов, обратной эффективной диэлектрической проницаемости и массы 

носителя, но и от максимальной групповой скорости фононов, взаимодействующих с но­

сителем, и скорости полярона. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1997 

Движение полярона представляет собой согласованное перемещение волнового па­

кета носителя заряда и пакета волн решеточной поляризации. Естественно, это возмож­

но, если групповые скорости обоих этих волновых пакетов могут совпадать и ни одна 

из них не равна нулю. Однако, если использовать приближение, при котором частота 

волн решеточной поляризации считается не зависящей от их волнового вектора, как 

это принято в теории поляронов со времен основополагающей работы Ландау и Пе­

кара [1,2], то в таком случае групповая скорость поляризационных волн оказывается 
равной нулю, что, в принципе, не позволяет рассматривать в этом приближении дви­

жущийся полярон. Если в приближении Q = const рассчитать поляризацию, возбужда­
емую в среде движущимся локализованным-зарядом, то, как показано ранее [3], можно 
убедиться, что она не будет локализована, а будет соответствовать излучаемым зарядом 

реальным поляризационным волнам типа черенковского излучения. Это вполне соот­

ветствует теории квантовой бозе-жидкости Ландау [4, 5], в которой движение бозевского 
вакуума со скоростью выше минимальной фазовой скорости относительно подсистемы, 

С которой связана система координат, сопровождается спонтанным излучением. Разру­

шение поляризационной «шубы» полярона в результате превышения им минимальной 

фазовой скорости фононов, образующих эту «шубу», продемонстрировано в [6] на моде­
ли среды с двумя фононными ветвями, взаимодействующими с носителем и имеющими 

различные минимальные фазовые скорости фононов. В такой среде покоящийся по­

лярон имеет две поляризационные «шубы», образованные фононами двух типов. Если 

ветвь с большей минимальной фазовой скоростью фононов способна обеспечить лока­

лизацию носителя, то при достижении «двухшуБНЫМJI> поляроном меньшей из этих двух 
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скоростей он, как показано в [6], теряет «шубу», образованную более «низкоскорост­
ными» фононами. При этом', хотя носитель остается в автолокализованном состоянии, 
энергия полярона, его масса, общий поляризационный заряд изменяются. Превыше­

ние же поляроном большей минимальной фазовой скорости фононов приводит К дело­

кализации носителя, так как уравнения движения носителя и поляризации не имеют 

автолокализованных стационарных решений при таких скоростях. Таким образом, по­

лярон может существовать только в ограниченном интервале скоростей, v < и, где и -
минимальная фазовая скорость фононов, участвующих в локализации носителя (или 

наибольшая из минимальных фазовых скоростей фононов, если рассматривается среда 

с несколькими ветвями фононов, способных обеспечивать автолокализацию носителя). 

В теории движущегося полярона важнейшим вопросом является вопрос о его эф­

фективной массе. На основании изложенного выше ясно, что правильно рассчитать 

эффективную массу полярона можно только при учете зависимости частоты поляри­

зационных волн от волнового вектора или пространственной дисперсии решеточной 

поляризуемости. Формула Ландау и Пекара для эффективной массы полярона [1] бы­
ла получена без учета этой зависимости, Т.е. в предположении, что групповая скорость 
поляризационных волн равна нулю. В таком' случае движение полярона как целого 

невозможно, но авторы [1] не могли этого заметиtr>;''I'aJ( как они использовали недопу­
стимое разложение полюсной функции с("",) = const/("",2 - (2) В ряд Тейлора по "",2/02 
(О - частота продольных оптических фононов). 

Первая попытка рассмотреть вопрос об эффективной массе полярона при учете 

пространственной дисперсии решеточной поляризуемости была предпринята Давыдо­

вым и Энольским [7]. Однако использованное приближение позволило им получить 
формулу для расчета эффективной массы полярона только в случае малых фононной 

дисперсии (характеризуемой максимальной групповой скоростью фононов и) и скоро­

сти полярона v: и, v « аО (а - постоянная решетки) или и, v « 25· 104 CMjc [7]. Тем 
не менее эта теория уже не бьmа внутренне противоречивой, поскольку в ней рассма­

тривалась область скоростей полярона v < u. 
Ниже путем строгого учета зависимости частоты поляризационных волн от волно­

вого вектора будут получены формулы для вычисления эффективной массы полярона, 

справедливые для любой величины фон он ной дисперсии (любого и) и для любой ско­

рости полярона v < U. 

2. ЭНЕРГИЯ ПОЛЯРОНА ПРИ УЧЕТЕ ФОНОННОЙ ДИСПЕРСИИ И ЭФФЕКТИВНАЯ 
МАССА ПОЛЯРОНА 

Функция Гамильтона системы среда + носитель имеет вид [6,7] 

(1) 

где ф(r, t) - волновая функция носителя, которая предполагается действительной, р­

вектор поляризации, О - частота продольных оптических фононов в центре зоны Брил­

люэна, с - обратная эффективная диэлектрическая проницаемость: с = l/€oo - l/€o, 

279 



А. Э. Мясникова, Э. Н. Мясников ЖЭТФ, 1997, 112, выn. 1 (7) 

и U - величина, К которой асимптотически сходятся фазовая и групповая скорости 
фононов, участвующих в локалИ:Jации носителя. Рассмотрим изменение собственной 

энергии поляризации и энергии' взаимодействия носителя с поляризационным полем 
Нро! + Hint при изменении скорости полярона. При учете уравнения движения для Р 
соответствующая часть функции Гамильтона (1) приобретает вид 

1 J з 27r J з [(8Р)2 82Р] Н ! + Н t = - - PDd r + - d r -. - р-
ро ш 2 сп2 Bt 8t2' 

(2) 

Плотность поляризационного заряда может быть выражена через плотность «свободно­

го,. заряда в начальный момент времени 'Ф2 (r) при помощи функции Грина G(r-r, t) [6]: 

p(r, t) = есп2 J G(r - r', t)'Ф2 (r')dЗ г', 

так что вектор поляризации будет иметь вид 

р( ) = есп2,", J G(f1 - r2, t)'Ф2(Г2)dЗГ1dЗГ2 
r, t 4 v r I I . 11" r - r1 

(3) 

Выберем цилиндрическую систему координат с осью z, параллельной скорости поля­
рона v. Тогда функция Грина G(r, t), полученная в [3], имеет следующий вид: 

Gi(r, t) = 
i = 1,2 

ехр (-Qi [(z-vt)2/,8fi+r2 ] 1/2 /Ui) 

411"и;,8li [(z-vt)2 / ,8fi+r2] 1/2 

COS (Qi [(z-vt)2 / ,8~гT2] 1/2 /Ui) 

211"u;,82i [(z-vt)2 / ,8~ГT2] 1/2 

{ Iz - vtl < О 
О, v > Ui, т> Iz - vtl/,82i ' 

v < Ui, 

Iz - vtl > О, 

,821' = 1-v2/u~ . t • 

{ z - vt < О, 
r < Iz-vtl/ ,82i 

. (4), 

Подставив (3), а также выражение для D(r, t) через 'Ф2 (г, t) в выражение (2) и преобра­
зовав его, можно получить следующую формулу: 

е2сп2 J dЗгdЗГ1dЗГ2 {2 2 
Нра! + Hint = -2- Ir _ r11 'ф (Г2)'Ф (r)G(r1 - r2, t) + 

+ J dЗГз'Ф2(Г2)'Ф2(гз) [:t G(r1-r2i t) :t G(г-гз, t)-G(r1-r2, t) ::2 G(г-гз, t)] } . (5) 

Будем искать эффективную массу полярона вида т** = 2 (E(v) - Е(О» /v 2 [7], где Е­
энергия полярона. Учитывая, что в выражении (5) от скорости полярона v зависит лишь 
функция Грина G(r, t), легко получить следующее выражение для т**: 

** е2сп2 J dЗгdЗГ1dЗГ2 {2 2 
m = -2- I I 'Ф (Г2)'Ф (r) [G(r1 - r2, v, t) - G(r1 - r2, О, t)] + 

v r- r1 

J з 2 2 [8 д 8 + d Гз'Ф (Г2)'Ф (гз) 8t G(r1 - r2, v, t) Bt G(r - Гз, v, t) - 8t G(r1 - r2, О, t) х . 

8 д2 82
]} Х 8t G(г-гз, О, t)-G(r1-r2, v, t) 8t2 G(г-гз, v, t)+G(Г1-Г2, О, t) 8t2 G(г-гз, О, t) . (6) 
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Видно, что рассчитать численные значения эффективной массы полярона по (6) 
сложно. Однако легко заметить, что интеграл в (6) является интегралом типа свертки, 
который, как обычно, упрощается при переходе к фурье-компонентам. Удобнее, одна­

ко, перейти к фурье-компонентам уже в выражении (2). Подынтегральные выражения 
в обоих интегралах в правой части (2) представляют собой произведения двуХ функций 
радиус-вектора. Разложив каждую из НИХ в ряд Фурье и затем проведя интегрирование 

по радиус-вектору, можно преобразовать выражение (2) к виду 

- 1 J d3k 411' J dЗk 2 2 2 
Нро/ + Hint - 2' РkDk (211')З + cl}2 (211')з k"v Pk , (7) 

где Pk - фурье-компонента вектора поляризации; учитывается также, что D_k = -Dk, 
Р -k = -Pk . Легко видеть, что выражение (3) представляет собой свертку по пе­
ременным r\, r2. Воспользовавшись (3) и свойством фурье-образов сверток, фурье­
компоненту вектора поляризации Pk можно записать В виде произведения фурье­

образов функций Vr (1Jlrl')G(r, t) и 1/J2(r, t): 

Р _ есп2 411'ik 1 2 

k - 411' k2 + k; k;(v2 _ и2) _ k2u2 _ n21/Jk' (8) 

где -ф~ - фурье-образ квадрата волновой функции носителя. Подставляя Pk , определя­
емую выражением (8), и Dk , найденную аналогичным образом, в (7), получим формулу, 
выражающую зависимость рассматриваемой энергии от скорости движения поляр она: 

(9) 

Выражение для эффективной массы полярона, полученное обычным образом при ис­
пользовании (9), имеет вид 

00 . 

т** = 2e2cl}2 J kdkdkz (1/J2)2 Х 
1I'U2V2 k2 + k 2 k 

% 
О 

Х { 1 _ k;(1- 3v2JU2) + k2 + n2Ju2 } 

k; + k2 + п2 Ju2 (k;(1 _ v2 Ju2) + k2 + п2 Ju2)2 • 
(10) 

При скоростях полярона малых по сравнению с минимальной фазовой скоростью фо­
нонов U (V <: и) выражение для массы полярона имеет более простой вид: 

(11) 

3. ОБСУЖдЕНИЕ 

Как видно из выражения (10), эффективная масса полярона большого радиуса зави­
сит не только от таких параметров среды, как частота оптических фононов П, обратная 
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m··lme 

12 .. 
трес 

11 

10 

9 

8 

7 

6 

О 0.4 0.8 vlu 

Зависимость эффективной массы полярона 

от его скорости, рассчитанная по формуле (10) 
для набора параметров среды: а = 360 см-', 
С = 0.27, т· /те = 1. Кривые 1, 2 и 

3 соответствуют значениям минимальной фа­
зовой скорости фононов и. = 2 . 106 см/с, 
u2 = = 106 см/с, и) = 5· 10s см/с. Точкой 
на оси v = О с обозначением тр"ес показа­
но значение эффективной массы, полученное 

по формуле Ландау и Пекара [1, 2] для данных 
параметров среды 

эффективная диэлектрическая проницаемость с и величина т* /те , как это следует из 

формулы Ландау и Пекара [1], или константа связи (которая определяется теми же па­
раметрами), как, например, в [8,9], но и от величины минимальной фазовой скорости 
и оптических фононов, участвующих в локализации носителя, а также и от скорости 

полярона. Более того, энергия покоящегося полярона оказывается зависящей также от 

величины минимальной фазовой скорости фононов, что вполне естественно (см.(9», 

поскольку, как следует из выражения для функции Грина (4), величина «размазки. рас­
пределения поляризационного заряда пропорциональна и / п. 

На рисунке изображены графики зависимости эффективной массы полярона от его 

скорости v для различных значений минимальной фазовой скорости фононов и (по оси 
абсцисс откладывается отношение v/u) в ограниченном интервале скоростей v < и, в 
котором может существовать полярон. Масса полярона рассчитана по формуле (10) для 
следующих значений параметров среды: n = 360 CM- 1, с = 0.27, т*/те = 1. В качестве 
волновой функции при расчете использовалась пекаровская волновая функция [1, 2] 

0:3/2 
'/fJ(r,t) = ;;;::(1 +о:т)ехр(-о:т), 

у71Г 

где значения параметра локализации о: получались минимизацией функционала энер­

гии полярона. Кривые 1, 2 и 3 соответствуют значениям минимальной фазовой скоро­
сти фононов иl = 2·106 см/с, и2 = 106 см/с, из = 5 ·105 см/с. Видно, что эффективная 
масса полярона ра,стет по мере приближения его скорости к критической, равной ми­

нимальной фазовой скорости фононов. Это возрастание, очевидно, связано с дефор­

мацией поляризационного облака полярона, как это следует из вида функции Грина 

С(г, г, t) (4). Убывание «фононной. части эффективной массы полярона с увеличени­
ем минимальной фазовой скорости фононов и легко объясняется ростом способности 

поляризации самостоятельно перемещаться. 

Такой характер зависимости эффективной массы полярона от и и v согласуется с 
результатами, полученными ранее [7] для области малых дисперсий фононов. Прибли-
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женное выражение для т .... вида 

(12) 

было получено в работе [7] на основе замены точного выражения для функции Гри­
на G(r, t) (4) приближенным в предположении и, v « аП. Полученные таким nyrем 
результаты в области v, и « аП (что для типичных ионных кристаллов соответствует 
v, и « 2.5· 105 см/с [7], а для параметров, использованных при построении рисунка, это 
область v, и « 5·105 см/с) близки к полученным в настоящей статье: выражение (12) 
наглядно демонстрирует убывание эффективной массы полярона с увеличением и и 

рост ее с ростом v. Однако при выходе за пределы области и « аП формула (12) может 
давать отрицательные т** при v близких к О. 

Точкой на оси v = О с обозначением тРес показано значение эффективной массы, 
полученное по формуле Ландау и Пекара [1,2] для данных параметров среды. Легко 
показать, что предел выражения (10) при и, v -+ О, который имеет вид 

(13) 

совпадает, как и для любой физической задачи, с пределом и = О, v -+ О, который был 

получен Ландау и Пекаром [1,2]. 
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