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Исследованы веРОlIТНости переходов между фоковскими состояниями двух мод элек

тромагнИ11lОro поля под влиянием связи мод конечной дЛительности. Показано, что веро

lIТНocть переходов является сильно осциллирующей функцией модовых чисел фотонов. В 

условиях, Korдa частота связи превышает среднее геометрическое модовых частот (сильная 

связь), происходит возбуждение больших чисел фотонов в моде с более низкой частотой. 

Возбуждение двумерноro осциллятора поля излучения и «красная» асимметрия вероятно

стей переходов объясияются неустойчивостью классического двумерного осциллятора с 

сильной связью мод. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Функции распределения фотонов в неклассических состояниях света исследовались 

в последние годы рядом авторов [1]. Интерес к фотонной статистике неклассическо
го света был стимулирован работой [2], в которой впервые обнаружено осциллирующее 
поведение функции распределения фотонов в одномодовом сжатом когерентном состо

янии и предложено считать подобный характер этих функций признаком неклассиче

ской природы рассматриваемого состояния. Сжатие квантовых флуктуаций поля излу

чения было экспериментально получено с помощью различных квантовых оптических 

систем [3]. В частности, использовалось двухмодовое сжатие [4,5]. В работах [6,7] ис
следованы функции распределения фотонов в двумерном сжатом вакууме [6] и фотонная 
статистика в двумерном сжатом когерентном состоянии общего вида с комплексными 

параметрами сдвига и сжатия [7]. 
В предлагаемой работе наЙдены вероятности перехода меЖдУ фоковскими состоя

ниями двух мод электромагнитного поля с постоянными различными частотами под 

влиянием связи мод конечной длительности. Связь мод может возникать при распро

странении когерентного света в нелинейной сРеде с показателем преломления, зави
сящим от амплитуды поля. Предполагается, что «координаты .. двумерного осциллято
ра поля связаны в течение ограниченного промежyrка времени, причем частота связи 

является постоянной действительной величиной [8]. Данная квантовомеханическая мо
дель двухмодового света является точно решаемой при помощи метода, использующего 

линейные интегралы движения [9,10] данной квантовой системы с квадратичным не
стационарным гамильтонианом. 
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Квадратичные по операторам координаты и импульса ин
тегралы движения для од

HOMepHoro квантового осциллятора с переменной частотой бьmи найдены в работа
х [11]. 

Линейные по операторам координаты и импульса интегра
лы движения бьmи получе

ны для одномерноro параметрического осциллятора в [12,13] и для нестационарного 

MHoroMepHoro осциллятора в [14]. 

Квантовые интегралы движения для рассматриваемой 
системы найдены в явном 

виде в разд. 2. ИскомlUI вероятность псреХОДО8 выражена через полином ЭРМЙта четырех 

переменных с нулевыми аргументами [15]. В условиях сильной связи мод, когда часто

та связи превышает среднее геометрическое модовых ча
стот, классический двумерный 

осциллятор является неустойчивой системой, совершающе
й инфинитное движение в 

фазовом пространстве, так как ero потенциальная энергия неположительно определена. 

Показано, что именно сильная связь мод конечной длител
ьности приводит к сильному 

возбуждению двумерного кaaHTOBOro осциллятора со знач
ительной «красной» асиммет

рией вероятности переходов как функции модовых чисел
 фотонов. Характерно, что в 

случае слабой связи мод указанные аномалии фотонной ст
атистики отсутствуют, несмо

тря на то что частота связи может быть не мала по сравн
ению с модовыми частотами. 

2. ИНТЕГРАЛЫДВИDКEНИЯ 

JLля получения явного выражения для вероятностей пер
еходов используется об

щая теория многомерных квантовых сист
ем с произвольными квадратичными гами

ль

тонианами, основанная на их динамических симметр
иях и линейных интегралах дви

жения [9,10]. Если существует унитарный оператор эволюции системы uщ, то 2N 

интегралов движения РО и Clo (N - число степеней свободы системы) могут быть по

строены с помощью каноническоro преобразования операторов
 Р и CI импульсов и ко

ординат. Интегралы движения являются начальными знач
ениями импульсов и коор

динат системы. Согласно теореме Стоуна-4>он Неймана, опер
аторы Ро и Clo образуют 

полный набор [9]. Пропагатор (т. е. оператор эволюции в некотором предста
влении) 

нестационарной квадратичной системы может быть в яв
ном виде выражен через эле

MeHТbI матрицы канонического преобразования. 

Две моды света с нестационарной связью мод описываются г
амильтонианом вида 

~ 1 ~ ~ 

H(t) = 2QBQ, (1) 

здесь Q <Р"Р2, q" (12) - 4-столбец операторов квадратурных компонент, В (t) -

4 х 4-матрица 

_ (WI л(t») 
В2 - л(t) wi ' 

где 11 - единичная 2 х 2-матрица. Коэффициент связи является кусочно-постоянной 

функцией, л(О < t < Т) = w5, л(t < О, t > Т) = О, Т - длительность связи мод. В 

общем случае w, "1 W2. Все частоты действительны, а массы осцилляторов выбраны 

равными единице. Введение нормальных координат канон
ической заменой, сохраня

ющей коммутационные соотношения, оказывается невозм
ожным при w, "1 W2, так что 

задача решается в исходных переменных.
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Согласно [9,10], зависящие от времени квантовые интегралы движения являются 
линейными суперп03ИЦИЯМИ операторов квадратур 

i(t) = ( роЩ ) = АЩс} 
чо(t) , (2) 

Симплектическая матрица A(t) не меняет коммyrационных соотношений [ia,ib ) = = [Qa, Qb] = -ihI.аь, где а, Ь = 1 + 4, и обладает свойством А -1 = -1:АТ1:, 

верхний индекс «Т» означает транспонирование матрицы. Необходимым и достаточным условием инвариантности операторов i(t) (2) является их эволюция согласно ма
тричному уравнению 

Л=JUв (3) 

с начальным условием А(О) = Ц, где 14 - единичная 4х4-матрица. Решение системы (3) 
с кусочно-постоянным коэффициентом связи имеет вид 

где ® означает тензорное произведение вспомогательных матриц 

выраженных через параметры "-'~ = "-'f ± "-'~' 11~ = ("-'t ± J,,-,~ + 4"-1~)/2, а± = := Щ~ - "-'~)/"-'~' а+а_ = -1. Матрицы 3± удовлетворяют соотношениям 3±В2 = 11~3± и обладают свойствами 3~ = ±3± и 3+3_ = о. Собственные значения 11± совпадают 
с собственными значениями уравнений Гамильтона для двумерного связанного осциллятора с гамильтонианом (1). В условиях сильной связи ("-'5 > "-'1"-'2) классический 
двумерный связанный осциллятор имеет неположительно определенную потенциаль
н;ую энергию (det В2 < О) И является неустойчивой системой. При этом собственное 
значение 11_ является чисто мнимым, что обусловливает неустойчивое поведение эле
ментов А-матрицы канонического преобразования. В противоположном случае слабой 
связи классическая система совершает финитное движение, собственные значения за
дачи действительны, и элементы А-матрицы ограничены. 

Гамильтониан (1), выраженный в терминах лестничных операторов o'i = (fkv'Wi+ 
+ipi/yГuii)/v'2fi, а! = (t/iyГuii - ipi/yГuii)/v'2fi, i = 1,2, имеет вид 

H~() 1~ ~ t = "2aDa, 

где i = (0,1,0,2,0.1,0,1> - 4-столбец, D = кТвк, 

к = ~ (-iЕ", iE",) 
У"2 E~1 E~I , Е =(Y'(Ji О) 

'" О ~ 
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Линейные инварианты iJ = (b 1, ь2 , ь!, ь1) MOryт быть построены с помощью однородного 
канонического преобразования операторов рождения и уничтожения фотонов 

ь =ш , (4) 

где О = К-1ЛК. Уравнение n = -ih-1ШD с начальным условием 0(0) = 14 является 
необходимым и достаточным условием инвариантности iJ (П(О) = 4). Матрица 

(5) 

состоит из 2 х 2-блоков (, 7J, имеющих вид 

3. ВЕРОЯТНОСТИПЕРЕХОДОВ 

Преобразование (4) сохраняет бозе-коммутационные соотношения [bi , bj ] = 

= [ь!, ь}] = О, [Ь;, Ь}] = 8ij (8;j - символ Кронекера), делая iJt и Ь формальными операто
рами рождения и уничтожения в произвольный момент времени. Собственный вектор 

10, t} формального оператора числа частиц (Mb1, ь1ь2 ) в связанных модах, удовлетво
ряющий соотношению b!bilo, t} = nilo, t}, i = 1,2, является формальным двумерным 
фоковским состоянием двух мод с нестационарной связью. Важно отметить, что дис

кретный полный набор фоковских состояний для системы с нестационарным квадра

тичным гамильтонианом всегда возможно определить подобным образом, даже если в 

некоторый момент спектр энергии становится непрерывным. В частности, в двумерном 

потенциале классического осциллятора (1) с сильной связью мод (~5 > ~1~2) невоз
можно образование связанного состояния, и спектр энергии квантовой системы (1) не
прерывен. Тем не менее при этом существует полный набор векторов состояния 10, t}, 
собственных для интегралов движения (ь! Ь 1 , ь1 Ь2 ), обладающих всеми алгебраическими 
свойствами фоковских состояний. Предполагается, что состояние 10, t} в произвольный 
момент времени воспроизводит временную эволюцию исходного фоковского состояния 

несвязанных мод Inl}ln2} и совпадает с ним в начальный момент (t = О): 

(6) 

где 10i} есть вектор вакуумного состояния i-ой моды. 
При t < О и t -- 00 гамильтониан (1) перестает зависеть от времени. В этом случае 

существуют начальньiе и конечные состояния (6) стационарной системы несвязанных 
мод, и между ними имеют место переходы. Амплитуда перехода из начального состоя

ния lin} в конечное IЛ (в качестве которого берется (6» дается матричным элементом 
(flt -- оо), где It -- оо} есть предел состояния 10, t}, когда t -- 00. 
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Рис. 1. Вероятность переходов Рт(п, t) между фоковскими состояниями мод С сильно разли
чающимися частотами (VJI/VJ2 = 3) в условиях сильной связи (VJO/VJ2 = 2, длительность свя
зи мод TVJ2 = 7г /2). Имеет место «красная» асимметрия вероятностей переходов из фоков-

ских состояний С симметричными числами заполнения: а -11,1, t), б -15,5, t) 

Амплитуда (olm, t), связывающая начальное фоковское состояние 1т, t) с конеч
ным фоковским состоянием 10), есть не что иное, как функция Грина в дискретном 
фоковском базисе. Она пр~дставляется [10, 16] через полиномы Эрмита нескольких пе
ременных в терминах элементов матрицы Q (5) канонического преобразования (4). Ве
роятность перехода между двухмодовыми фоковскими состояниями Fm(o, t) = I(olm, t)1 2 

есть, по определению, двухмодовая функция распределения фотонов в фоковском со

стоянии связанных мод 1т, t). Здесь m - метка состояния, а о - дискретная векторная 

переменная. Вероятность переходов имеет вид [16] 

(7) 
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Рис.lб 

- блочная 4 х 4-матрица, 2 х 2-матрицы (, ТJ являются блоками симплектической ма
трицы а. 

Примеры распределений чисел фотонов, представленные ниже, получены численно 

с помощью известного рекуррентного соотношения для полиномов Эрмита N перемен
ных 

стартующего с HJR} = 1, HJ~1; ... o(Y) = 2:~-I RikYk. Соотношение получено дифферен-
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Рис. 2. То же, что рис. 10, б, но UJO/UJz = 1.5 (слабая связь). Возбуждение осцилляторов по
ля незначительно по сравнению со случаем сильной связи 

цированием производящей функции для N -мерных полиномов Эрмита [15] 

где 0:0 = o:?'o:~' ... 0:%, L:X .. ) = Е ... Е ( ... ), Q = (0:" ... ,O:N) - N -мерный вектор о-О n,-О nN-О 
С комплексными компонентами. 

Гамильтониан (1) представлен в размерных переменных. Поскольку все размер
ные параметры входят в выражение для вероятности переходов в виде безразмерных' 
комплексов, в качестве условной единицы частот может быть взята некоторая удобная частота (скажем, оптического диапазона: 10'5 c-1). 

На рис. 1,2 показаны вероятности переходов Рт(п, t) (7) для т, = т2 = 1 (рис. 10, 
2а), тl = т2 = 5 (рис. lб, 26) фотонов в исходном состоянии 1т, О}. Рис. 1 соответству
ет сильной связи асимметричных мод (u.Jl/u.J2 = 3, u.J0/u.J2 = 2, длительность связи мод 
Tu.J2 = 1г /2). Вероятность переходов носит ярко выраженный асимметричный характер, 
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причем максимумы распределения сконцентрированы вдоль оси n2, соответствующей 
низкочастотной моде. Возбуждение больших чисел фотонов в «красной» моде возни

кает исключительно в условиях сильной связи (UJб > ~lUJ2), когда матричные элементы 
канонического преобразования (4) возрастают экспоненциально. эта аномалия фотон
ной статистики не наблюдается в условиях слабой связи, хотя частота связи может не 

быть мала по сравнению с модовыми частотами. Это видно на рис. 20, б, где параметры 
те же, что и на рис. 10, б, кроме UJO/UJ2 = 1.5 (слабая связь). 

Вероятность переходов (7) испытывает сильные четно-нечетные осцилляции, по
скольку четномерный (в данном случае - четырехмерный) полином Эрмита с нулевым 

аргументом обращается в нуль для нечетной суммы своих индексов. Это правило от

бора действует для произвольных квадратичных гамильтонианов вида (1) без линейных 
«токовых» членов (эти члены добавили бы комплексный вектор сдвига в каноническое 

преобразование (4), делая ненулевым аргумент полинома Эрмита). При увеличении 
чисел фотонов в исходном фоковском состоянии (см. рис. 16) вероятность переходов 
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приобретает медленно осциллирующую огибающую в любом сечении F(nl,n2,t) при 
данном n/ (или n2)' Это напоминает фотонную статистику в сжатом одномодовом со
стоянии [2] (см. также функции распределения фотонов в сжатом двухмодовом вакуу
ме [6]). 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Несмотря на то что общие выражения для вероятностей переходов в многомодо

вых состояниях квадратичных систем известны давно [9,10,16], исследование фотон
ной статистики конкретных многомерных не стационарных систем по-прежнему пред

ставляет интерес. В настоящей работе npоведено исследование вероятностей перехо

дов между фоковскими состояниями двух мод с различными частотами под влиянием 

сильной связи мод, когда образование связанного состояния в двумерном потенциа

ле осциллятора невозможно. В условиях сильной связи мод обнаружено сильное воз

буждение низкочастотной моды (возрастает вероятность возбуждения больших чисел 

фотонов). Показан осциллирующий характер вероятности переходов как функции мо

довых чисел фотонов, подтверждающий сильно неклассическую природу формальных 

фоковских состояний связанных мод. 
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