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Предложено обобщение самосогласованной теории локализации Волльхардта

Вельфле, позволяющее учесть пространственную дисперсию кинетических коэффициен

тов двумерной неупорядоченной системы. Показано, что при w -+ О основной вклад в 

сингулярную часть интеграла столкновений уравнения Бете-Солпитера вносит диффузи

онный полюс iw = (р+ р')2 D(jP+ p'l, (ц), обеспечивающий аномальный рост вероятности 
рассеяния назад р -+ -р'. В этом пределе зависимость коэффициента диффузии от q, w 
имеет локализационный характер D(q, (ц) = -iw/(lDq), где If(z)1 ::; /(0) = d2 (d -
длина локализации). В соответствии с критерием Березинского-Горькова D(q, О) = О при 

всех q. Пространственная дисперсия D(q,w) проявляется на масштабе q ос l/ID' где 
lD - зависящая от частоты длина диффузии. В режиме локализации lD « l средней 
длины свободного пробега; при w -+ О величина ID убывает ос (ц, что говорит о подавле
нии пространственной дисперсии коэффициента диффузии вплоть до атомных масшта

бов. В этих же условиях u(q, (ц) обнаруживает сильную зависимость от q на масштабе 
q ос l/d, т. е. радиус нелокальности электропроводности имеет порядок длины локали
зации d. Эти результаты подтверждают на микроскопическом уровне основные выводы 
работы (15), полученные в пределе w -+ О до некоторой степени феноменологическим 

образом. Существенным продвижением по сравнению с (15) эдесь является исследование 
пространственной дисперсии кинетических коэффициентов при конечных (а не бесконеч

но малых) частотах. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

За последние двадцать лет достигнут значительный прогресс в понимании явле

ния андерсоновской локализации [1]. К настоящему времени эта область исследова
ний превратилась в обширный раздел физики конденсированного состояния (см., на

пример, [2-5]). Один из наиболее плодотворных подходов к изучению этой пробле

мы дает самосогласованная теория локализации Волльхардта-ВельФле [6-8]. В рамках 
этой теории получены результаты, подтверждающие гипотезу о полной локализации 

носителей заряда в двумерных неупорядоченных системах [6,7]. Критическое поведе
ние вблизи перехода Андерсона в системах с размерностью d > 2, предсказываемое 
теорией Волльхардта- Вельфле [8], согласуется с результатами, полученными в рамках 
теоретико-полевого [9] и скейлинroвого [4,10] подходов к данной проблеме. Ее идеи 
лежат в основе микроскопической теории локализации при наличии внешнего магнит

ного 'поля [11,12] и современной теории «грязных» сверхпроводников [5,13,14]. 
Одним из недостатков самосогласованной теории локализации в ее современной 

формулировке является не возможность последовательного учета пространственной дис-
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персии кинетических коэффициентов. Дело в том, что основное уравнение этой теории 

устанавливает интегральную связь между локальным D(VJ) = D(q = O,VJ) и обобщенным 
D(q,VJ) коэффициентами диффузии. Следуя Волльхардту и Вельфле [6J, эту трудность 
обходят, заменяя всюду D(q,VJ) на D(VJ), т. е. предполагая, что в локализованной фазе 
пространственная дисперсия D(q, VJ) несущественна. Следует отметить, что до послед
него .времени эта проблема практически не исследовалась [5J. Качественные оценки 

зависимости коэффициента диффузии от q D(q, VJ -t О), сделанные на основе скейлин

говых соображений [4J, приводят к противоречивым выводам и фактически разрушают 
структуру самосогласованной теории локализации. 

В связи с этим возникает целый ряд проблем. 1. Возможен ли последовательный 
учет пространственной дисперсии кинетических коэффициентов в рамках самосогла

сованной теории локализации? 2. Как меняется ее характер при переходе от металличе
ского режима к диэлектрическому? 3. Какие ограничения на область применимости те
ории Волльхардта-Вельфле накладывает пренебрежение пространственной дисперсией? 

По-видимому, впервые эти проблемы серьезно обсуждались в недавно опублико

ванной работе [15], где был сделан вывод о том, что на масштабах q ос l/d (здесь 
d - длина локализации) пространственная дисперсия коэффициента диффузии несу

щественна, а ее наличие при q ос l/kF (kF - импульс Ферми) не влияет на крити
ческое поведение вблизи перехода Андерсона. Фактически в [15] утверждается, что в 
достаточно малой окрестности порога подвижности (для систем с размерностью d > 2) 
теория Волльхардта-Вельфле становится асимптотически точной. Важным результатом 

работы [15] является доказательство того, что в соответствии с критерием Березинского
Горькова [16] в локализованной фазе D(q,VJ = О) == О при всех q. 

В данной работе предлагается другой подход к решению сформулированных вы

ше проблем, представляющий собой непосредственное обобщение теории локализации 

Волльхардта-Вельфле [6J, позволяющее исследовать пространственно-временную дис
персию электропроводности a(q,VJ) и коэффициента диффузии D(q,VJ) двумерной не
упорядоченной системы в низкочастотном, VJ ~ ~ F (~ F - энерmя Ферми), и длинно
волновом, q ~ kF, пределах. Полученные нами результаты согласуются с основными 
выводами работы [15] (d > 2). Кроме этого, наш подход позволяет найти явный вид 
низкочастотной и длинноволновой асимптотик кинетических коэффициентов в режиме 

локализации. 

В дополнение к сказанному следует отметить, что учет пространственной диспе

рсии кинетических коэффициентов неупорядоченных систем необходим не только для 

обобщения или обоснования самосогласованной теории локализации, но и для решения 

некоторых практически интересных задач. Например, задачи о влиянии локализации 

носителей заряда на спектр длинноволновых «акустических» плазмонов, существующих 

в системах с квазидвумерным электронным газом (17]. 

2. пocrАНОВКА ЗАДАЧИ И ОБЩИЕ УРАВНЕНИЯ 
Рассмотрим двумерный вырож:денный идеальный газ бесспиновых электронов, ис

пытывающих упругое рассеяние на неподвижных примесях с концентрацией n 1, рас

пределенных в образце по закону Пуассона. Одноэлектронный гамилътониан рассма

триваемой задачи имеет вид 

(1) 
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Рис. 1. Ряд одночастичных неприводимых диаграмм Эдвардса [181 для электронной 
собственно-энергетической части 1:,('if) (а); графическая форма уравнения Бете-Солпитера для 
двухчастичной функции Грина (4) (6); ряд ДВУХ'ШСТИЧНЫХ неприводимых диаграмм для вер
шины Uррl (q, Ц}) (в). Здесь ИСПОЛЬЗУЮТСЯ общепринятые правила соответствия ме)!Щу аналити
ческими выражениями для членов рядов теории возмущений и их графическим изображением 

Здесь и(г- R) - потенциаЛ изолированной примеси, локализованной в точке R. Ниже 
он предполагается короткодействующим и аппроксимируется б-образным И(г) = ио8(г). 

Это является хорошим приближением при выполнении условия То « ~F, [, где То -

радиус действия потенциала И(г), AF - длина волны де Бройля, l - длина свободного 

пробега электрона на уровне Ферми. Кроме этого, мы предполагаем,. что рассеяние 

эле.ктрона на изолированной при~еси является слабым и для вычисления его амплитуды 

достаточно первого борновскоro приближения. 

В силу того, что рассматриваемая система в среднем пространственно однородна, 

усредненная одноэлектронная функция Грина диагональна в импульсном представле

нии 

(2) 

где 

(3) 

- резольвента гамильтониана (1), скобки ( ) 1 обозначают усреднение по распределению 

примесей, ~ (1f) - электронная собственно-энергетическая часть, которая на языке 
диаграмм эдвардсовскоro типа [18} определяется рядом, изображенным на рис. lа. Ин
формацию о кинетических свойствах системы содержат двухчастичные функции Грина 

, + ' 
<p~'; (q, "-1) = (RO" (р+, p~; 1f ЩО" (p~, р_; "'-)} 1, (4) 

(т, и' = ±, р± = Р ± q/2, 1f± = 'ir ± "-1/2. R±(p, р'; 1f) - матричный элемент резоль
венты (3) гамильтониана (1). Они удовлетворяют уравнению Бете-Солпитера, предста
вленному на рис. 16 в графическом виде. Входящая в это уравнение вершина и:;, (q, "-1) 
определяется рядом неприводимых диаграмм, изображенным на рис. 18. 
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Согласно современной теории необратимых процессов [19] кинетические коэффи
циенты выражаются через корреляционные функции Кубо. В низкочастотном и длин

новолновом пределе ("'-1 « ~ р, q « k р) для них справедливо следующее асимптотиче
ское выражение (1, т = 0,1): 

K1m(q,"'-I) = - J d~;~(Кlm(q,"'-I»)I' 
Здесь f(~) - функция Ферми-Дирака, 

объем (площадь) рассматриваемой системы V = 1, q = q/q. 

(5) 

(6) 

Корреляционные функции (5), (6) удовлетворяют уравнениям непрерывности, вы
текающим из закона сохранения числа частиц 

- "'-IКоо(q, "'-1) + qKo1(q, "'-1) = -inp + О [ (;р) 2] , 
(7) 

-'''-IКо1(q,'''-I)+qК11(q,'''-I)=О [;р k:J 
(пр - плотность состояний на уровне Ферми) и связаны простыми соотношениями с 

обобшенным кинетическим коэффициентом L(q, "'-1), электропроводностью u(q, "'-1) 

1 
L(q, "'-1) = -K11(q,"'-I), u(q,"'-I) = e2npL(q,"'-I) 

пр 

и функцией Грина уравнения диффузии 

1 1 
G(q, "'-1) = -Koo(q, "'-1) = . + 2D( )' 

пр -Z"'-l q q,"'-I 

Здесь D(q, "'-1) - обобщенный коэффициент диффузии [19]: 

L(qj"'-l) 
D(q, "'-1) = 1 + (q2 /i"'-l)L(q, "'-1)' 

(8) 

(9) 

(10) 

Как хорошо известно [6], диффузионный полюс i"'-l = q2 D(q, "'-1) функции Грина (9) 
определяется первым из трех слагаемых, входящих в коррелятор (6) (1 = т = О), тогда 
как вклад двух последних слагаемых остается конечным в точке "'-1 = О, q = О. Поэтому 
всю необходимую информацию о низкочастотной и длинноволновой асимптотиках ин

тересующих нас кинетических коэффициентов содержит двухчастичная функция Грина 

<p;p-;-(q,"'-I) (4). 
С помощью соотношения 

k = О, 1 (11) 
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определим функции релаксации ф(k)(р, q; "-') плотности (k = О) и тока (k = 1), удовлет
воряющие уравнению пере носа 

["" - (~) +.1:Ep (q,w)] ф(k)(р,q,w) = 

= (~) k + ~uр~;-(q,W).1Gр,(q,w)ф(k)(Р',q,w), (12) 

которое нетрудно получить из уравнения Бете-Солпитера [6] для <p;;(q,U.J) (см. рис. 16). 
Здесь введены следующие обозначения: 

.1Gp(q,w) = G;_ (1(-) - G;+(1(+), .1:Ep(q,w) = 1:;_ (1(-) - ~'<1(+). (13) 

Собственно-энергетическая часть 1:;(1() и ядро интегрального уравнения (12) U;;- (q, w) 
связаны тождеством Уорда [6] 

.1:Ep(q, w) = L U;;-(q, w).1Gp,(q, w). (14) 
р' 

Это соотношение играет важную роль в дальнейших вычислениях, обеспечивая, в част

ности, выполнение закона сохранения числа частиц. 
В отличие от обычного определения функций релаксации, [6,8] в (11) явно выде

лена присутствующая в них о-образная особенность при jpj ~ kF (q « kF)' Поэтому, 
предполагая, что вблизи поверхности Ферми ф(k)(р, q, "-') достаточно плавно зависят от 
р, будем искать решение уравнения пере носа (12) в виде ряда Фурье: 

00 

ф(k)(р,q,w) = L Ф~)(kF,q,w)соs(nО), 0= М. (15) 
n-О 

После подстановки (15) в (10) нетрудно получить систему линейных алгебраических 
уравнений для коэффициентов Фурье (для краткости индекс F у импульса Ферми в 
дальнеtfшем опускается) 

~ {(l+Ono+Oon, -ОnОООn') [WOnnl - (Оn+l,nl +On,nl+l) i~] + Mnnl(q,W)} х 

(k) _ ( k )k 
ХФnl(k,q,w)- т Onk(l+OnO). (16) 

Здесь 

211' 211' 

Mnn'(Q,W) = :2 J dO J dO' cos(nO)cos(n'O') х 
() о 

х { • Ar,.(q, ",),(8 - 8') - ~ u;~ (q, '" )<>G" (q, "') } (17) 

- матрица функций памяти. Символр' под знаком суммы в (17) обозначает, что сумми
рование здесь ведется только по модулю вектора р'. для вычисления электропроводно
сти (8) и коэффициента диффузии (10) достаточно знания лишь одного коэффициента 
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Фурье Ф~')(k, q,w). Поэтому обычно, следуя работам Волльхардта и Вельфле [6,7], в 
разложении (15) сохраняют лишь два первых слагаемых (n = о, 1), а вместо (16) полу
чают .систему двух линейных уравнений. Как будет показано ниже, такое приближение 

позволяет вычислять кинетические коэффициенты лишь без учета их пространственной 

дисперсии. В противном случае необходимо решать полную систему уравнений (16). 
С помощью тождества Уорда (14) нетрудно показать, что дЛя любого n 

Mno(q,w) == о. Остальные матричные элементы (17), вообще говоря, отличны от нуля и 
зависят как от выбора приближения дЛя вершинной функции И;;-(q,w), так и от ряда 
потенциала примесей И(r). В следующих двух параграфах мы рассмотрим решение си

стемы уравнений (16) и вычисление кинетических коэффициентов двумерной неупо
рядоченной системы в лестничном приближении и приближении самосогласованной 

теории локализации. 

3. ЛЕСТНИЧНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 

Сохранив в диаграммных рядах на рис. lа и 18 лишь первые слагаемые, мы полу
чим следующие выражения дЛя электронной собственно-энергетической части Ч (1f) 

и вершины И;'-(q,w) 

(18) 

~(1f) = n/ L IИР_Р·12G~(1f). 
р' 

Впервые Зто приближение было предЛожено Эдвардсом {18], но до сих пор оно приме
нялось для вычисления кинетических коэффициентов без учета их пространственной 

дисперсии. Используя (18), нетрудно убедиться в том, что в дЛинноволновом пределе 
можно пренебречь всеми недиаroнальными элементами матрицы функций памяти (17). 
Действительно, с точностью до слагаемых порядка (qjk)2 

(19) 

где r.p = е - 8' = РР;; 7 n имеет смысл времени релаксации n-го порядка, в частно
сти, 7,.== 7 - транспортное время релаксации. для оценки относительной величины 

Mnn.(q,w) (n 1- n') воспользуемся модельным гауссовским потенциалом, фурье-образ 
которого равен Ир = Ио ехр(-р2тJ/2). Разлагая недиагональные элементыI (17) в ряд по 
степеням малых параметров То j >'F, >'F j l и q j k F, получим 

(20) 

Таким образом, с указанной здесь точностью в системе уравнений (16) можно сохра
нить только диагональные элементы матрицы функций памяти (17). Следует отметить, 
что неравенства То « >'F « 1 являются условиями применимости классической кине
тической теории. 
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в пределе б-образного рассеивающего потенциала примесей (То -+ О) все недиаго

нальные элементы Mnn,(q,iJJ) (n т n') обращаются в нуль точно, а все времена релак
сации равны друг другу (Тn = Т), поскольку интеграл по углу <р от второго слагаемого 

обращается в нуль при Ир = ио = const. Эти упрощения позволяют не только получить 
точное решение системы уравнений (16), но и просуммировать соответствующие ряды 
Фурье (15) (см. Приложение 1) 

(О) _ 1 1 
Ф (р, q, iJJ) - 1 _ (i/т)Ф8(k, q, iJJ + i/T) iJJ - qp/m + i/T' 

(21) 

ф(I)(р,q,iJJ) = _! + ~ф(О)(р,q,iJJ). 
q q 

Здесь символ Ф8(k, q, z) обозначает нулевой коэффициент Фурье функции релаксации 
плотности в отсугствие рассеяния на примесях 

(22) 

Содержащий эту функцию множитель в ф(О)(р,q,iJJ) (21) играет важную роль. Благо
даря ему функции релаксации плотности и тока оказываются связанными уравнени

ем непрерывности (21) и, следовательно, удовлетворяют закону сохранения числа ча
стиц. Аналогичную структуру имеет решение классического кинетического уравнения 

для пространственно-неоднородного неравновесного распределения [20], а также вы
ражение для функции релаксации плотности, полученное Гетце [21] в приближении 
взаимодействующих мод. 

Используя выражения (21) для функций релаксации плотности и тока, нетрудно 
вычислить обобщенный коэффициент диффузии 

2Do 1 2 
D(q,iJJ) = , D O = -vFТ (23) 

1 - iiJJT + V(l - iiJJT)2 + 2q2 DoT 2 

и связанный с ним соотношением (10) обобщенный кинетический коэффициент L(q,iJJ) 
или ~лектропроводность (]"(q,iJJ). При q = О из (23) мы получаем обычные формулы 
Друде для зависящих от частоты электропроводности и коэффициента диффузии, свя

занных между собой соотношением Эйнштейна 

_ 2 _ 0'0 
O'(iJJ) - е nFD(iJJ) - 1 . , 

-ZiJJТ 
(24) 

где 0'0 - статическая электропроводность, n - концентрация электронов. Менее триви

альный характер имеет пространственная дисперсия вычисленных здесь кинетических 

коэффициентов. Если обобщенный коэффициент диффузии (23) как функция от iJJ И q 
непрерывен при iJJ = О И q = О, то электропроводность в этой точке испытывает разрыв: 

0'0 = Iim Iim (]"(q,iJJ) т Iim Iim (]"(q,iJJ) = О. 
"' ...... 0 ч-+О q-+O ",-+0 

(25) 

Равенство нулю второго предела в (25) вытекает из низкочастотной асимптотики элек
тропроводности 

iiJJ 2 
O'(q,iJJ) сх -2"е Тfp, iJJ ---t О, q т О, 

q 
(26) 
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которую нетрудно получить из соотношений (8), (10), учитывая конечность статического 
коэффициента диффузии D(q) (23). 

Таким образом, полученные здесь выражения для кинетических коэффициентов 

правильно воспроизводят их поведение в окрестности точки VJ = О, q = О. Равенство 
(1(q, О) == О имеет простой физический смысл. В стационарном неоднородном состо
янии в отсутствие сил неэлектрической природы диффузионный и дрейфовый токи в 
точности компенсируют друг друга, обращая в нуль суммарный ток. 

4. ПРИБЛИЖЕНИЕ САМОСОГЛАСОВАННОЙ ТЕОРИИ ЛОКАЛИЗАЦИИ 

Из множества диаграмм, вносящих вклад в неприводимую вершину U~;-(q, VJ), осо
бенно важную роль играет ряд, изображенный в первой строке на рис. 18 (максимально 
пересеченные или «веерные» диаграммы). В случае рассеяния электронов на примесях 

с короткодействующим потенциалом его сумма может быть найдена точно. Ее учет ве

дет к появлению в U~;-(q,VJ) слагаемого, содержащего диффузионный полюс в точке 
iVJ = (Р. + р')2 Do(lp + p'l, VJ), где Do(q, VJ) - классический коэффициент диффузии (23). 
При итерационном решении уравнения Бете-Солпитера это слагаемое дает логариф

мически расходящиеся при VJ -+ О поправки к кинетическим коэффициентам. Как 

бьmо показано в работе [22], с наличием этих поправок тесно связано явление слабой 
локализации в низкоразмерных неупорядоченных системах. 

Эта идея получила развитие в работах Волльхардта и Вельфле [6-8]. Они пред
ложили самосогласованное обобщение «веерного» ряда для неприводимой вершины, 

добавив к нему все возможные диаграммы, содержащие две внешние пересекающиеся 

линии взаимодействия. В результате для Uр~;-(q,VJ) получается уравнение, изображен
ное в графической форме на рис. 2. Здесь диаграммный блок между линиями взаимо
действия во втором слагаемом правой части представляет собой свертку по импульсам 

k, k" двухчастичной функции Грина в кynepoBcKoM канале или канале частица-частица 
(куперон) 

IJI(q,VJ) = 2)R+(k+, k~; ~+)R-(-k_, -k~; ~-»)I, (27) 
k,k' 

где k± = k±q/2, q = р+р'. Однако в системах, инвариантных относительно обращения 
времени, RO'(-k, -k';~) = RO'(k', k; ~), поэтому куперон (27) в точности совпадает с 
функцией Грина уравнения диффузии G(q, VJ) (9), а неприводимая вершина принимает 
вид 

и+- .. 
рр' 

II~ 
и = +~ 

1794 

(28) 

Рис. 1. Графическая форма уравнения 

для вершины u;:- (Ч, «) в приближении 
самосогласованной теории локализации 

Волльхардта-Вельфле [6,71 
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где W = nrUJ, т = (21ГWnF)-1 - затравочное время релаксации, D(q,l.I.) - точный 
коэффициент диффузии. 

Переходя к вычислению элементов матрицы функций памяти (17), обратим вни
мание на то, что согласно тождеству Уорда (14) в ~Ip(q,l.I.) присутствует слагаемое, со
держащее диффузионный полюс (28). На первый взгляд это должно приводить в лока
лизованной фазе (D(q,l.I.) ос -il.l.) к сингулярности .1Ip(q,l.I.) ос 1/1.1.), что противоречит 
известным аналитическим свойствам усредненной одночастичной функции Грина (2). 
для случая 2 < d < 4 этот парадокс недавно был разрешен в работе [15], где показано, 
что отсутствие расходимости типа 1/1.1.) в правой части тождества Уорда (14) в лока
лизованной фазе обеспечивается приближенной (с точностью ос 1.1.) ортогональностью 

сингулЯрной части вершины Up;;-(q,l.I.) к ~Gpl(q,l.I.) Поэтому мы здесь заменим первое 
слагаемое из (17) на i/r и для простоты отождествим r с присутствующим в (28) затра
вочным временем релаксации, поскольку это не приводит к качественному изменению 

основных результатов. 

Здесь так же, как и в лестничном приближении, ведущую роль играют диагональные 

элементы матрицы функций памяти (17), которые после несложных преобразований 
приобретают следующий вид: 

+00 2". 

М ( I.I.)=!..- W Jk'dk'~J ~Gp,(q,l.I.)cos(n<p)d<p (29) 
nnq, т 21ГТ 21Г -il.l.)+(р+р')2D(lр+р'I,I.I.))· 

О О 

После замены z = exp(i<p) интеграл по полярному углу в (29) преобразуется в интеграл по 
окружности единичного радиуса Izl = 1 на комплексной плоскости. Мы предполагаем, 
что основной вклад в него вносит диффузионный полюс (обоснование этого прибли

жения дано в Приложении 2). Тогда, применяя теорему о вычетах, получим следующее 
выражение для диагонального элемента матрицы функций памяти: 

Mnn(q,l.I.) =!.. - (-1)n!...1, 
r r 

+00 
- W J .1Gp,(q,l.I.)k'dk' 

~- 21Гi о {[-il.l.)+(k-k')2D ] [-il.l.) + (k + k')2D]}I/2' 
(30) 

Здесь D - значение коэффициента диффузии в полюсе il.l.) = q2 D(q, 1.1.). Асимптоти
ка (30) имеет место в пределе 1.1.) -+ о при условии 1.1.) « 4k21DI (k ~ k' ~ kF). В метал
лическом режиме это неравенство выполняется автоматически, в локализованной фазе 

(Ь ос -il.l.)d2) (30) остается справедливым при d » Ар, где d - длина локализации. 
для вычисления входящего в.1 (30) интеграла по k' положим в .1Gp' (q, 1.1.) приближенно 
'i' ~ k2/2m. Если кроме неравенства 1.1.) « 4k21DI выполняется условие k2 » т/т (или 
Z = kr/m » АР), то нижний предел интегрирования по х = k,2_ k2 можно заменить 
на -00. В итоге 

Ар Do ( . [2) -1/2 1 + (1 + 4il.l.)Z2 / D)I/2 
.1 = - -::- 1 + 4zl.l.)-::- . lп _ . 

1ГЧ D D 1 - (1 + 4il.l.)[2 / D)I/2 
(31) 

Таким образом, мы получаем систему уравнений для коэффициентов Фурье 

Ф~)(k, q, 1.1.), точное решение которой (см. Приложение 1) дает следующее выражение 
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для искомой корреляционной функции 

(О) _ 1 V) + i/r + i/J,./r + pq/m 
Ф (р, q, V) - 1 _ (i/r}(l - /J,.)Ф8(k, q, V) + i/r) (V) + i/r)2 + /J,.2/ r 2 - (pq/m)2' 

(32) 

где 

(33) 

Функция релаксации тока ф(I)(р, q, V) связана с ф(О)(р, q, V) уравнением непрерывно
сти (21). С помощью этих соотношений и уравнений (8)-(10) нетрудно найти выражение 
для коэффициента диффузии 

DO 2 
D(q,V) = . 1/2. (34) 

1 - ~V)r + /J,. 1 + (1 + 2Doq2r / [(1 - iV)r)2 - /J,.2]) 

При q = о после замены Ь ---+ D(V) (!iV)[2 / D(V)! « 1) (34) переходит в известное 
уравнение для коэффициента диффузии D(V), получаемое в рамках самосогласованной 
теории локализации [6,7]. При /J,. = о (34) совпадает с выражением (23) для коэффи
циента диффузии в лестничном приближении. 

5. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

в правую часть уравнения (34) через параметр /J,. (31) входит значение коэффици
ента диффузии в полюсе iV) = q2D(q,V). Поэтому для вычисления D(q,V) необходи
мо сначала решить самосогласованное уравнение относительно Ь, которое получается 
из (34) при q2 = iV)/ Ь. В низкочастотном пределе его решение имеет локализацион
ный характер Ь сх -iV)d2. Действительно, подставляя эту асимптотику в уравнение для 
Ь, нетрудно проверить, что она реализуется при выполнении условия V)r « [2/ d2, где 
длина локализации d при [ » Лр имеет вид 

( 7r2 [ ) d = [ехр 2" Лр , d» [ » Лр. (35) 

Следующая итерация уравнения относительно Ь позволяет найти низкочастотную 
асимптотику его вещественной части. Таким образом, 

(36) 

Фактически (35), (36) воспроизводят результаты Волльхардта и Вельфле [6], отлича
ясь от них численным множителем 1/2 в экспоненте (35) и отсутствием искусственно 
вводимого обрезающего параметра. 

Таким образом, учет пространственной дисперсии в самосогласованных уравнени~ 
ях для кинетических коэффициентов не меняет их низкочастотного поведения (36) в 
режиме локализации при q = О, что согласуется с одним из выводов работы [15]. Однако 
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локализация носителей заряда по разному мияет на характер пространственной дис

персии электропроводности a(q,!.JJ) и коэффициента диффузии D(q, !.JJ). Действительно, 
подставляя асимптотики (36) в (10) и (34), получим 

_ 2 D(!.JJ) 
a(q,!.JJ) - е Пр 1 + d2q2' (37) 

п( ) = 2D(!.JJ) 
q,w 1/2' 

1 + (1 + 2lb(w)q2) 

Если в лестничном приближении радиус нелокальности, определяющий простран

ственную дисперсию коэффициента диффузии (23), равен средней длине свободного 
пробега l (или классической длине диффузии lv = l/V'i = ,jDOT), то в режиме ло
кализации он равен lv(w) = ,jDOT ID(w)/ поl « l « d. Таким образом, в соответ
ствии с выводами работы [15] пространственная дисперсия D(q, w) несущественна на 

масштабах q ~ l/d. Параметр lD в локализованной фазе имеет смысл зависящей от 
частоты длины диффузии. Согласно (36) низкочастотная асимптотика (37) имеет вид 
D(q, w) = -iwf(qw), что обеспечивает подамение пространственной дисперсии коэф
фициента диффузии в локализованной фазе (lD(w) СХ w -4 О). Этот результат справед

лив в области частот, удометворяющих условию lD(W) > Apl). 

Иначе обстоит дело с электропроводностью. В металлическом режиме радиус не

локальности, определяющий ее пространственную дисперсию равен длине свободного 

пробега l при q -4 О, !.JJ =f о (23) и обращается в бесконечность при w -4 О, q =f О (26). 
В диэлектрической фазе a(q,w) (37) как функция от q и w непрерывна в точке q = О, 

w = О, а роль радиуса нелокальности играет длина локализации d2). Таким образом, в 
отличие от коэффициента диффузии электропроводность в режиме локализации обна

руживает заметную пространственную дисперсию уже на масштабах q СХ l/d. На этом 
основании мы предполагаем, что в локализованной фазе электродинамические свой

ства двумерных неупорядоченных систем при d » l должны значительно сильнее, чем 
в металлическом режиме, зависеть от эффектов пространственной дисперсии. 

Различие в зависимостях от q коэффициента диффузии и электропроводности (37) 
можно понять, если учесть, что они определяют разные потоки. Действительно, D(q, w) 
как кинетический коэффициент определяет величину потоков только диффузионной 

природы, поэтому масштаб его пространственной дисперсии определяется диффузион

ной длиной lD(W). Электропроводность a(q,w) определяет суммарную величину диф
фузионных и дрейфовых потоков, причем в длинноволновом пределе доминирует по

следний. Радиус пространственной нелокальности материального уравнения, связыва

ющего плотность тока с напряженностью электрического поля в среде, равен среднему 

расстоянию, на котором электроны сохраняют память о своих предьщущих состояни

ях. В режиме локализации ведущую роль играет когерентное рассеяние электронов на 

1) Это ограничение является следствием волновой природы законов движения микрочастиц. 
Оценки, выполненные в Приложении 2 (см. (П.2.6» показывают, что при l » AF существует 
интервал частот, в котором одновременно ЛF < lv « l и ID(w)1 « Do. 

2) УчеТ'пространственной дисперсии коэффициента диффузии (37) при вычислении a(q,!.JJ) при
водит лишь к слабой п'еренормировке d в (37). 
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хаотически распределенных примесях, что ведет к аномальному росту вероятности рас

сеяния назад (р' = -р) [22] (см. (28». Естественно, что в этом случае радиус нелокаль
ности определяется длиной когерентности, т. е. средним размером замкнутых петель 

самопересекающихся траекторий, который по порядку величины равен длине локали

зации dЗ). 
Из' асимптотик (36), (37) следует, что в режиме локализации статический предел 

коэффициента диффузии равен нулю при любом конечном значении волнового век

тора, т. е. liт",---.о D(q, "-1) = D(q, О) = О. Это согласуется с критерием Березинского
Горькова [16], согласно которому в локализованной фазе при "-1 ---+ О функция Грина 

уравнения диффузии (9) имеет асимптотику G(q,"-I) сх 1/"-1. 
В основе данной работы лежит теория Волльхардта-Вельфле, проблема обоснова

ния которой до сих пор актуальна [5]. Важный шаг в этом направлении сделан в рабо
те [15], где бьmо показано, что сингулярная структура вершины (28) является прямым 
следствием симметрии относительно обращения времени. Тем не менее еще остается 

ряд проблем, связанных с контролем приближенной процедуры самосогласования [15]. 
Полученные здесь результаты позволяют решить некоторые из них. В частности, нера

венство (П.2.6) определяет область частот, в которой справедлива не только процедура 

Волльхардта-Вельфле D(q, "-1) = D("-I), но И (при дополнительном условии lD("-I) > AF) 
предложенная выше приближенная схема учета слабой пространственной дисперсии 

электропроводности и коэффициента диффузии (37). Что касается зависимости кине
тических коэффициентов от q, то, как показывают оценки не учтенных здесь недиа
гональных элещ~нтов матрицы функций памяти (17), асимптотики (37) остаются спра
ведливыми в области q « 1/l. 

Авторы выражают благодарность А. К. Аржникову иЛ. И. Данилову за плодотвор

ные дискуссии и поддержку в ходе выполнения данной работы. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

Решение систем рекурентных уравнений 

В .случае рассеяния электронов на примесях с б-образным потенциалом, система 

уравнений для коэффициентов ф~) в лестничном приближении имеет вид 

"-Iф(О) _ ~ф(О) = 1 
О 2т 1 , 

~ф(О) _ ("-1 + i) ф(О) + ~ф(О) = О 
2т о r 1 2т 2 , 

(П.1.1) 

~ф(О) _ ("-1 + i) ф(О) + ~ф(О) = О n ~ 1. 
2т n r n+l 2т n+2 , 

Это - бесконечная система однородных разностных уравнений с постоянными коэф

фициентами. Ее решение можно искать в виде [23] 

(П.1.2) 

3) На наш взгляд, эти рассуждения неприменимы к пространственной нелокальности коэффици
ента диффузии, поскольку градиент концентрации не является силой, действующей на электроны, 

а связь между ним и величиной диффузионного потока имеет статистический характер. 
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Подстановка (П.l.2) в последнее уравнение из (П.l.l) приводит к квадратному урав
нению относительно z, из двух решений которого следует выбрать удовлетворяющее 
условию Ф~)(q = О) = О (n 2: 1) 

1 
z=---

qVF 
[ ( (w + ~)' -Iv;) '1' - (w + ~) ] (П.l.3) 

Неопределенная константа С и нулевой коэффициент Фурье ф~О) находятся с помощью 
первых двух уравнений из (П.l.l), играющих роль граничных условий для системы раз

ностных уравнений. После подстановки найденного рещения в (15) получающийся ряд 
Фурье сводится к геометрической прогрессии и легко суммируется. 

Си.стема уравнений для коэффициентов ф~) огличается от (П.l.l) лищь граничны
ми условиями 

qk ф(l) _ (ц) + ~) ф(l) + !!!5...Ф(21) =; _ ~ 
m о т 2 2т m 

(П.l.4) 

и решается аналогично. Окончательные выражения для функций релаксации плотности 

и тока в лестничном приближении имеют вид (21), (22). 
Согласно (30) система уравнений для коэффициентов Фурье ф~) в приближении 

само~огласованной теории локализации имеет вид 

u;ф(О) _ !!!5...ф(О) = 1 
о 2т I , 

qk ф(О) _ (ц) + ~ + ~д) ф(О) + !!!5...ф(О) = О 
m о т т I 2т 2 , 

2-ф(О) _ u; + :: _::д ф(О) + 2-ф(О) = О k (" ) k 
2т 2k-1 т Т 2k 2т 2k+1 , 

k 2: 1, 

(П.l.5) 

где L), определен в (31). Из двух последних уравнений (П.l.5) нетрудно показать, что 
коэффициенты Фурье одинаковой четности связаны однородными рекуррентными со

отнощениями второго порядка 

( !!!5...)2 ф(О) _ [(ц) + ~)2 + д2 _ 2 (!!!5...)2] ф(О) + (!!!5...)2 ф(О) = О 
2т п т т2 2т п+2 2т п+4 , 

(П.I.6) 

где n = 2k - 1 или 2k (k 2: 1). В этом случае по аналогии с (П.l.2) решение системы 
уравнений (П.l.6) следует искать в виде 

(П.l.7) 
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Подстановка этих выражений в (П.l.6) дает квадратное уравнение относительно z2. Его 
решение, удовлетворяющее условию Ф~)(q = О) = О (n 2: 1), имеет вид 

1 
Z=-

qVF 
[( . 2 2 )1/2 ( . 2 2)1/2] 

( W + ~) + ~2 - q2v } - ( W + ~) + ~2 (П.1.8) 

Неопределенные константы С и В вновь находятся из граничных условий (первые два 

уравнения в (П.l.5». Аналогично решается и система уравнений для коэффициентов 

Ф~). Окончательные выражения для функций релаксации плотности и тока в прибли
жении самосогласованной теории локализации имеют вид (32), (33). 

В заключение отметим, что для вычисления коэффициента диффузии D(w) и 
электропроводности a(w) без учета пространственной дисперсии достаточно в систе
мах (П.1.1) и (П.1.5) сохранить лишь первые пары уравнений и положить Ф~) == О 
(n 2: 2). При этом (П.1.1) дает хорошо известный предел Друде (24), а (П.1.5) - при

ближение Волльхардта-Вельфле [6,7] (см. соотношение (34) при q = О). 

ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

Оценка интегралов вдоль линий разреза 

Используя явное выражение (37) для низкочастотной асимптотики обобщенного 
коэффициента диффузии D(q,w), можно оценить величину вклада от интегралов вдоль 
линий разреза, отброшенных при вычислении матричных элементов функций памя

ти (29). После подстановки (37) в интеграл по полярному углу <р (29) положим 

(П.2.1) 

На плоскости Z подынтегральное выражение симметрично относительно инверсии 

Z - z-I И имеет две линии разреза С1 (Zl ~ Z ~ О) внутри круга единичного ради
уса Izl = 1 и С2 (-00 ~ Z ~ Z2) - за его пределами. Здесь Zl, Z2 - корни уравнения 

(П.2.2) 

ZI, Z2 = 1, IZII < 1, IZ21 > 1. 
После несложных преобразований вклад от линий разреза в Mnn(q,w) (29) может 

быть представлен в виде 

(П.2.3) 

В подынтегральном выражеflИИ (П.2.3) сохранены только ветвящиеся в точках Z = О 

и Z = ZI слагаемые. Кроме этого, в знаменателе опущены члены, которые в режиме 

локализации малы по параметру lb(w)/d2 « 1. для того чтобы оценить M~':..t сверху 
по модулю, заменим числитель выражения под знаком интеграла в (П.2.3) его макси

мальным значением в точке Z = О, а знаменатель - минимальным в точке Z = ZI. С 

учетом неравенства IZII < 1 это дает 

(П.2.4) 
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n = 1,2,3, ... , k = 21г/Лр. 
Таким образом, в области частот, удовлетворяющих условию lD > Лр, мы получаем 

следующую оценку для отношения вкладов от линий разреза и диффузионного полюса 

в матричные элементы функций памяти (29) 

IM~~tl <_4_ID(w)13 _l = 4v'2ID(W)12lD(W). 
IM~~11 2n+1 Do Лр 2n+l Do Лр 

(П.2.5) 

Несмотря на наличие в (П.2.5) двух конкурирующих множителей (Лр < lD(W)«: [, 
ID(w)1 «: Do), существует такой интервал частот, в котором 

(П.2.6) 

и, следовательно, главный вклад в матричные элементы функций памяти вносит диф

фузионный полюс. Таким образом, разработанная выше схема вычисления D(q,w) 
работает при выполнении неравенства (П.2.6). Это же условие ограничивает область 

применимости приближения Волльхардта-Вельфле [6-8] D(q,w) = D(w). В противном 
случае сложная аналитическая структура обобщенного коэффициента диффузии может 

существенно изменить значение интеграла (29). 
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