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Предлагается новый метод интегрирования аномальных тождеств Уорда и нахожде­

ния эффективного действия, его применение продемонстрировано на примере двумерной 

суперграВИТ'dЦИИ и Wэ-гравитации. Вводится оператор, сопоставляющий каждой физи­

ческой величине ее тождество Уорда - величину, преобразующуюся без аномальных чле­

нов, которая может быть последовательным образом положена равной нулю. Предлага­

ется ковариантное действие для полей материи, взаимодействующих с гравитациоиным 
и Wэ-гравИТ',щионным фоном. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Бурный интерес к WN-аJIPебрам [1], возникший сразу же после их открытия 3а­
молодчиковым, был обусловлен следующими причинами: определяющие соотношения 

W N -алгебр в отличие от обычных алгебр Ли мультилинейны и к тому времени в ма­

тематике систематически не были исследованы. Крупным достижением на этом пути 

бьшо использование редукции Дринфельда-Соколова [2], которая сводит W -алгебры к 
алгебрам Ли и связывает их со второй гамильтоновой структурой обобщенных иерархий 

Кортевега-де Бриза; W N-алгебры содержат в себе алгебру Бирасоро в качестве подалге­
бры. В контексте теории струн появление последней является отражением инвариант­

ности относительно репараметризаций мировой поверхности струны. Расширение этой 

симметрии до инвариантности относительно преобразований W -гравитации приводит 
к теории W -струн в подходе Полякова, т. е. к теории взаимодействия полей материи с 
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гравитационным (спин 2) и W -гравитационным (спин N) фоновыми полями. Таким 
образом, симметрия относительно преобразований W -гравитации является управляю­
щим принципом, позволяющим выписывать взаимодействия для полей со спинами ~ 2 
хотя бы в двух измерениях. 

Однако прогресс на этом пути давался с больщим трудом: была сформулирована 

киральная теория взаимодействия материи с W -гравитацией [3], которая обобщена на 
некиральный случай [4] с серьезными техническими усложнениями - действие теории 

оказалось бесконечно нелинейным по полям материи и нелокальным, так что даль­

нейщий его анализ сильно затруднен. Путем вычисления функционального интеграла 

по полям материи с центральным зарядом с, взаимодействующим с Wз-гравитацией, 

было найдено также индуцированное действие Wз-гравитации в виде разложения по 

l/с [5].Теми же авторами [6] индуцированное действие киральной Wз-гравитации -
прямой аналог действия Полякова [7] для обычной гравитации - было найдено путем 

интегрирования аномалии в пределе с --+ 00. 

Исследование W -гравитации было бы несомненно более успешным, если бы уда­
лось прояснить геометрический смысл W -преобразованиЙ. Этот аспект проблемы был 
исследован в работах [8]. 

В настоящее время с исследованием W -гравитации связываются надежды на пре­
одоление барьера сильной связи с = 1 для системы «конформная материя + 2d-гpa­
витация», что возможно позволит уйти от дробной размерности, установленной Книж­

ником, Поляковым и Замолодчиковым [9] для квантовой гравитации в режиме слабой 
связи. Непосредственное обобщение результата [9] на случай W -гравитации без полей 
материи было получено в работе [10]. 

В данной работе предлагается метод интегрирования двумерных аномальных тож­

деств Уорда. Его применение проиллюстрировано на примере двумерной гравита­

ции, супергравитации и Wз-гравитации. Суть метода состоит в следующем: выра­

жая аномальные токи через свободные поля по формулам бозонизации, можно пони­

зить степень этих дифференциальных уравнений и про интегрировать их. Полученное 

таким образом эффективное действие правильно воспроизводит аномалию. При пе­

реходе от одной схемы регуляризации к другой к нелокальному эффективному дей­

ствию добавляются локальные контрчлены, появление которых меняет вид тождеств 

Уорда и их симметрию. Бозонизованные поля, будучи свободными в одной схеме ре­

гуляризации, в другой будут связаны тем, что удовлетворяют соответствующим тожде­

ствам Уорда. При переходе от киральной вейль-инвариантной схемы регуляризации 

к диффеоморфизмно-инвариантной схеме локальные контрчлены добавляются таким 

образом, чтобы кинетическая часть эффективного действия была ивариантна как отно­
сительно диффеоморфизмов, так и относительно вейлевских преобразованиЙ. Осталь­

ная, топологическая, часть эффективного действия фиксируется из условия, что пол­

ное действие, будучи диффеоморфизмно-инвариантным по отношению к вейлевским 

преобразованиям, симметрично в квантовом или в проективном смысле, т. е. пре06ра­

зуется как 1-коцикл. 

В разд. 2 и 3 применение этого метода демонстрируется на хорошо известных при­
мерах обычной и (N = 1)-супергравитации и .вводится дифФеренциальный оператор R, 
сопоставляющий каждой физической величине ее тождество Уорда. Этот оператор по 

сути является оператором Славнова, который в применении к 2d-гравитации рассма­

тривался в [11] с дополнительным неоднородным членом, уничтожающим аномальный 
вклад в законе преобразования. 
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В разд. 4 эти выкладки обобщаются на случай киральной Wз-гравитации и полу­
ченный результат полностью согласуется с работой [6]. 

В разд. 5 предлагается ковариантное действие для материи, взаимодействующей с 
некиральной Wз-гравитацией, которое помимо репараметризационной и W -диффео­
морфизмной симметрий обладает также W -вейлевской инвариантностью и может слу­
жить кинетической частью эффективного действия Wз-гравитации, вычисленного в 

диффеоморфизмно-инвариантной регуляризации. 

2. ДВУМЕРНАЯ ГРАВИТАЦИЯ 

действие Полякова [7], полученное им в качестве эффективного действия, инду­
цированного киральной материей, взаимодействующей с двумерной гравитацией, есть 

детерминант двумерного оператора Лапласа, вычисленный в регуляризации, сохраняю­

щей вейлевскую и половину репараметризационной симметрии. Наличие конформной 

аномалии проявляется в явной зависимости действия Полякова от одной из репара­

метризационных функций. Иначе, это эффективное действие может быть вычислено 

путем интегрирования соответствующего вариационного уравнения- тождества Уорда. 

Тождество Уорда теории двумерной гравитации в светоподобной калибровке хоро­

шо известно: 

RT = (8 - h8 - 28h) Т - 8Зh = О. (2.1) 

Оно выражает аномальный закон сохранения тензора энергии-импульса системы Т. 

Поле h в этом выражении обозначает ненулевую компоненту метрики, остающуюся 
после фиксации светоподобной калибровки. По отношению к преобразованиям 

оно ковариантно: 

oh = (8 - h8 + 8h) Е, 

оТ = (8З + 2Т8 + 8Т) f 
(2.2) 

(2.3) 

Формула (2.3) выражает условие самосогласованности Весса-Зумино. Если воспользо­
ваться формулой бозонизации и параметризовать тензор энергии-импульса при помощи 

скалярного поля: 

то порядок производной аномального члена в (2.1) можно понизить: 

R", = (8 - h8) rp - 8h = О, 
OfR", = f8R",. 

Сравнивая (2.1) с (2.4) и (2.5), получим 

RT = 82 R", - 8rp 8 R",. 
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Закон преобразования скалярного поля <р также аномален: 

8<р = дЕ + Ед<р. (2.7) 

Если постулировать для поля <р скобку Пуассона свободного поля 

{д<р(х); д<р(х')} = 8' (х - х'), (2.8) 

то Е-вариация любой величины А будет определяться ее скобкой Пуассона с тензором 

энергии-импульса: 

(2.9) 

Легко видеть, что это определение для поля <р совпадает с (2.7). Скобка тензора Т с 
самим собой имеет вид 

- {Т(х); Т(х')} = 8"'(х - х') + [Т(х) + Т(х')] 8'(х - х'). (2.10) 

Хотя тензор энергии-импульса и выражается через поле <р, выразить через <р калибро­

вочное поле h из уравнения (2.5) локальным образом не удается. Чтобы сделать это, 
необходимо ввести величину, удовлетворяющую неаномальному тождеству Уорда, т. е. 

преобразующуюся как скаляр. Изгнать аномалию из тождеств Уорда можно, вводя ска­

лярное поле J: 

<р = lnaJ. (2.11) 

Его закон преобразования и тождество Уорда имеют вид 

8.! = EaJ, 

Rf = (8 - ha) J = о, (2.12) 

Теперь, когда все величины выражаются через функцию J локальным образом, мы мо­
жем про интегрировать вариационное уравнение для эффективного действия теории, ко­

торое также выражается через J локально и дается формулой Полякова [7]. Подробные 
выкладки мы приводим В следующем разделе для более интересного случая супергра­

витации. 

Сравнивая формулы (2.3), (2.6) и (2.12), можно заключить, что операции взятия 
калибровочной вариации 8 и тождества Уорда R коммутативны на полях Т, <р и J. 

Связь Rf с R<p и RT дается формулами 

R<p = aRf/aJ, 

RT = (д3 + 2Тд + aT)(Rf/af). 
(2.13) 

Таким образом, мы видим, что оператор R сопоставляет каждой физической величине 
Х ковариантное выражение НХ - ее тождество Уорда, которое в силу ковариантно­

сти по отношению к калибровочным преобразованиям может быть последовательным 
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образом положено равным нулю. В силу же отсутствия в теории соответствующих ве­

личин подходящей размерности это выражение необходимо положить равным нулю. 

Сравнивая (2.13) с (2.11) и (2.6) с (2.4), видим, что оператор R подчиняется правилу 
Ньютона-Лейбница. Это свойство оператора R позволяет сразу выписывать тождества 
Уорда для корреляционных функций от полей Т, tp и др. 

Если провести преобразование Лежандра 

Z[h] = r[h) + J d2xTh, (2.14) 

то уравнение (2.1) перепишется в виде 

(аЗ + 2Тд + дТ) ;; = -8Т, (2.15) 

где стоящий в левой части (2.15) оператор Бола [12] является ковариантизацией дЗ на 
произвольную риманову поверхность и содержит проективную связность, в качестве 

которой можно взять Т. Эта форма записи выражает ковариантность тождества Уор­

да (2.1) подобно условию согласованности Весса-Зумино (2.3). 

3. ПРОСТАЯ СУПЕРГРАВИТАЦИЯ 

В этом разделе мы обобщим все выкладки предыдущего раздела на случай простой 

супергравитации и вычислим эффективное действие теории. 

Результат Полякова на случай (1.0)-супергравитации был обобщен Поляковым и 

Замолодчиковым [13]. Соответствующее обобщение действия Полякова будет представ­
лять эффективное действие, полученное в регуляризации, сохраняющей вейлевскую 

и супервейлевскую симметрии, а также половину суперкоординатной симметрии [14]. 
Нетривиальная зависимость действия от остальных координатных функций (четной и 

нечетной) определяется суперконформной аномалией. 

Тождества Уорда двумерной супергравитации в светоподобной калибровке записы­

ваются в виде [6] 

RT = (8 - hfJ - 2a~) т - (~xa + ~дX) S - дЗh = О, 

(- 3) 1 .2 Rs = а - ha - "2ah S - "2ХТ - а Х = О. 

(3.1) 

По отношению к преобразованиям 

8h = (8 - hfJ + fJh) Е + ~I\;X, 
2 

8х = (8 - hfJ + ~fJh ) 1\; + (Еа - ~дE) Х, 

8Т = (аЗ + 2та + ат) Е + (~I\;fj + ~al\;) В, 
(3.2) 

8В= (Eд+~дE)B+ (a2+~T)1\; 
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они ковариантны: 

БRr = (€д + 2a€)Rr + (~/I;a + ~a/l;) Rs, 

БRs = (€д + ~д€) Rs + ~/I;Rr, 
(3.3) 

т. е. тождество Уорда RA преобразуется так же, как и сама величина А, но без аномаль­
ных членов. 

Переходя к скалярному мультиплету полей материи (<р, л) 

1 
б<р = (д + д<p)€ + 2/1;Л, 

бл = (€д + ~д€) Л + (д + ~д<p ) /1;, 

(3.4) 

связанных с токовыми полями правилом 

2 1 2 1 
Т = д <р - 2(д<р) + 2 лdл , 

1 
S = дл - 2лд<р, 

(3.5) 

порядок производных В (3.1) можно понизить. На поля <р и л оператор R де,йствует 
следующим образом: 

R<p = (8 - ha) <р - ~хл - ah, 

(- 1) 1 Rл = д - ha - 2ah л - 2хд<р - дх. 

(3.6) 

Мы видим, что, как и в предыдущем разделе, калибровочные поля h и Х не выражаются 
через <р и л локально. 

Поля <р и л образуют алгебру свободных полей в скобке Пуассона: 

{д<р(х);д<р(х')} = б'(х - х'), 

{Л(х); л(х')} = -б(х - х'). 
(3.7) 

Тогда относительно этой скобки соотношения (3.5) предполагают для токовых полей 
следующую алгебру: 

- {Т(х); Т(х')} = б/l/(х - х') + (Т(х) + Т(х'») б'(х - х'), 

- {Т(х); S(x')} = (S(X) + ~S(X'») б'(х - х'), (3.8) 

1 
- {S(x); S(x')} = б"(х - х') - 2Т(х)б(х - х'). 
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Чтобы параметризовать калибровочные поля удобным образом, необходимо ввести ска­

лярный мультиплет, не имеющий аномальной размерности (f, ф): 

1 
81 = Е81 + 7i,"'Ф' 

1 1 
8ф = Е8ф + 28fф + 2",81, 

Rf = (8 - h8) 1 - ~хф, 
(3.9) 

с полями материи этот мультиплет связан следующим образом: 

(3.10) 

Такую сложную связь из условия появления соответствующих членов в законах пре­

образования ус:;мотреть очень сложно, но задачу здесь упрощает переход к суперполям. 

Поскольку в суперполевой формулировке киральной супергравитации вспомога­

тельные поля отсутствуют, то смысл всех предыдущих выражений от перехода к супер­

полям не меняется: 

Ru= (8-H8-~DHD-~8H)U-82DH, 

8U= (D82+~U8-~DUD+8U)E, 

8Н= (8-Нд-с ~DHD+8H) Е, 

(3.11) 

где И = S + ОТ, Н = h + ОХ, D = до + 08, Е = Е + О"" О - антикоммутирующая 
координата. Связь токового суперполя И с суперполем материи Ф = <р + Ол такова: 

1 
И = D8Ф- -DФ8Ф 

2 ' 
соответственно, 

8ф = 8Е + Е8ф + ~DЕDФ, 
1 1 

Ru = D8~ -2DФ8~ - 28ФD~. 

Скалярный мультиплет F = 1 + Оф, 

8F = E8F + ~DEDF, 
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ссуперполем Ф связан выражением 

DF 
Ф = lп8Р + 8Р Dln8F, 

связь же соответствующих тождеств Уорда дается формулой 

. [ DF (1 DFD8F) D8F] 
I4 = (8F)2 8D + 8Р - 2 (8F)З 8 - (8F)2 D R F . 

Формулы, связывающие токовые тождества Уорда с Rf и R"" таковы: 

Rs= (82+~T) (2~; - :f8(~;) -2~:~;)­

- (~B8+дB) (~; - R f ~~~ + ~~~2)' 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

Если при помощи преобразования Лежандра перейти от статистической суммы к эф­

фективному действию 

Г[Т, В] = Z[h, х] - J d2x(hT + хВ), 

то тождество Уорда преобразуется к виду 

или в компонентах 

(82D + 3U8 + DUD + 28U) 8г = О, 
8U 

(8 +2Тд+8Т)- + -В8+ -8В - = -8Т з 8г (3 1) 8г -
8Т 2 2 8В ' 

д +-Т -+ -Вд+дВ -=-8В ( 2 1 ) 8Г ( 3 ) 8Г -
2 8Т 2 8В ' 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

т. е. возникает суперсимметричный оператор Бола, который также описан в работе [12]. 
В таком виде ковариантность тождеств Уорда относительно калибровочных преобразо­

ваний (3.2), которая эквивалентна условиям Весса-Зумино для аномалии, становится 
явной. Обратимся теперь к задаче нахождения статистической суммы теории: 

8Z = J d2x(T8h + В8х) = J d2xdBU8H = 

J 2 (- 1 1) =- dxdBE B-HB-"2DHD+"28H U. (3.21) 
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Мы узнаем в подынтегральном выражении тождество Уорда Ru без аномального члена. 
В киральной формулировке, т. е. в регуляризации, сохраняющей половину репараме­

тризационной и вейлевскую симметрии, а также их суперпартнеров, поля <р и л связаны 

условием (3.10) и соответствующие тождества Уорда R<p и R>. обращаются в нуль. В ре­
гуляризации же, сохраняющей суперкоординатную симметрию, групповые параметры 

f и '1/) исчезают и поля <р и ). свободны от связей, но выражения R<p и R>. продолжают 
играть важную роль. Умножая Ru на Е и интегрируя по частям, получим 

J d2xdBR uE = J Е (Da - ~DФ8 - ~дФD) R,p = 

= J d2x dBR,p ( DдЕ+~д(ЕDФ)+~D(ЕдФ») = J d2хdВR,pD8Ф. (3.22) 

Если «ошибиться» дважды: взять в качестве 8Z не (З.21), а (3.22) и пренебречь свя­
зью между Н и Ф, выражаемой равенством R,p нулю, то можно проинтегрировать это 
вариационное уравнение и получить для Z[H] выражение 

Z[H] = - ~ J d2xdB (8Ф - н дФ - 2дН) DФ. (3.23) 

Нетрудно проверить, что выражение (3.17) правильно воспроизводит аномалию. Таким 
образом, взяв суперполе Ф независимым, мы можем воспроизвести аномалию, добавляя 

к действию соответствующий член «руками». 

Этот вывод вполне согласуется с нашими представления ми о «пере качке» анома­

лии из одной схемы регуляризации в другую. В работе [15] подробно описан процесс 
«пере качки» конформной аномалии в гравитационную в теории двумерной гравитации. 

4. Wз-ГРАВИТАЦИЯ 

Orличие теории Wз-гравитации от рассмотренных случаев состоит в том, что ее ки­

ральная формулировка является не только наиболее удобной, но и единственно прием­

лемой для квантового анализа. Некиральная версия, сформулированная в [4], содержит 
бесконечное число производных полей материи и слишком сложна даже на классиче­

ском уровне. 

Тождества Уорда киральной Wз-гравитации имеют вид 

RT = (8 - ha - 2ah) Т - (2Ьд+ зab)W - a 3h, 
(4.1) 

Rw = (8-hд-Здh) W+(2ЬдЗ+9дВд2+15&Ьд+l0д3Ь+16ЬТд+16дЬТ)Т-д5h. 

Здесь через Ь обозначена единственная ненулевая компонента симметричного тензора 

третьего ранга - калибровочного поля W -гравитации, партнера метрики по мульти­
плету, ~ а W - соответствующий ток спина 3, партнер тензора энергии-импульса. 
Киральные общекоординатные и W -преобразования имеют вид 

8Т = (дЗ + 2Тд + дТ) f + ЗWдл + 2aW)', 

8W = aW f+ЗW дf+(д5+10ТдЗ+15дТд2+9д2Т8+28ЗТ+ 16т28+ 16ТдТ)л, 

8h = (8 - h8 + 8h) f + 2л8ЗЬ - З8л82ь + 3д2 л8Ь - 2д3Ь + 16Т(лдЬ - Ьдл), 

8Ь = Е8Ь - 28ЕЬ + (8 - h8 + 28h) л. 
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Величины RT и Rw относительно преобразований (4.2) ковариантны: 

{jRT = (Ед + 2BE)RT + (2лд + 3дл)Rw , 
(4.3) 

{jRw = (Ед+3дЕ)Rw+(2лд3 +9длд2+15д2 лд+l0д3 Л+32ТдА+16ТЛд+16ЛдТ)Rт · 

Таким образом, мысля себе R в качестве дифференциального оператора, можно за­

ключить, что (4.3) устанавливает универсальное соотношение 

[{j,R] = о (4.4) 

на токовых полях Т и W. 
Преобразования (4.2) произвольной величины А генерируются токами Т и W при 

помощи скобок Пуассона по правилу 

БА = J d2x Нх) {Т(х); А} + л(х) {W(x); А}] . (4.5) 

Сами преобразования (4.2), записанные в этих скобках имеют вид 

- {Т(х); Т(х/)} = Б///(х - х/) + [Т(х) + Т(х/)] Б/(х - х/), 

- {Т(х); W(x/)} = [W(x) + 2W(x')] Б/(х - х/), 

- {W(x); Т(х/)} = [2W(x) + W(x/)] Б/(х - х'), (4.6) 

- {W(x); W(x/)} = ОУ(Х - х/) + 5 [Т(х) + Т(х/)] Б///(х - х/)+ 

+ 8 [т2 (х) + Т2 (х/)] Б/(х - х/) - 3 [Т//(х) + Т//(х')] Б/(х - х/). 

Эту алгебру можно воспроизвести, выражая токовые поля через поля материи t.p и 'Ф, 
образующие алгебру свободных полей: 

{r.p'(x); 'Р/(х/)} = б/(х - х/), 

{t.p/(x); 'Ф'(х/)} = О, 

{'IjJ/(x); 'Ф/(х/)} = -б/(х - х/), 

если определить 

1 1 
Т(х) = a2t.p - 2(Bt.p)2 + 2(B'IjJ)2, 

W(x) = a3'IjJ - 3Bt.pB2'IjJ - a2t.pB'IjJ + 2(Bt.p)2B'IjJ + ~(B'IjJ)3. 
3 

Это соответствует следующему закону преобразования полей материи: 
\ 

{jt.p = дЕ + Bt.pE - 4Лдt.pд'IjJ + 2лд2 'IjJ - дЛд'IjJ, 

б'IjJ = EB'IjJ + д2 Л + 3дЛдt.p + 2л [B2t.p + (Bt.p)2 + (B'IjJ)2] . 

Аномальные уравнения движения мультиплета материи имеют вид 

R<p = fjt.p - hBt.p + aЬB'IjJ - 2Ь(д21/г - 2Bt.pB'IjJ) - Bh, 

R,p = fj'IjJ - hB'IjJ - зaЬBt.p - 2Ь [B2t.p + (Bt.p)2 + (B'IjJ)2] - д2ь. 
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По отношению к i- и л-диффеоморфизмам эти соотношения также ковариантны: 

8R'f' = (t:a - 4лд'Фд)R'f' + (2лд2 - дл - 4лд<рд)R'Ф' 

8R'Ф = (ia + 4лд'Ф)R'Ф + (3длд + 2лд2 + 4лд<рд)R'f" 
(4.11) 

Это соотношение устанавливает справедливость равенства (4.4) также и при действии 
на мультиплет материи. 

Тождества (4.1) легко преобразовать к виду 

i- И л-преобразования на мультиплетах токов {Т, W}, материи {<р, 'Ф} и калибровочных 
полей {h, Ь} образуют замкнутую алгебру: 

[8(il),8(i2)] = 8(iз == i 2ail - €lai2), 

[8(1"1), 8(Л2)] = 8(лз = 2Л2д€1 - i2дЛI), 

[8(ЛI), 8(Л2)] == 8(€з = 16Т(Л2дЛI - ЛlдЛ2)+ 
(4.13) 

Статистическая сумма теории вычисляется так же, как и в случае теории суперграви­

тации: умножая соотношения (4.12) на 1" и л соответственно, получим 

(4.14) 

Если бы тождества (4.1) не содержали аномальных членов, то левая часть равен­
ства (4.14) представляла бы собой вариацию статистической суммы со знаком минус. 
Если бы, кроме того, поля <р и 'Ф были бы свободными и не зависели от калибровоч­

ных полей h и Ь посредством связей (4.10), то правая часть (4.14) представляла бы собой 
полную вариацию следующего выражения: 

Z[h,b] = J d2x (~д<P (д<р - ha<p) - ~д'Ф (д'Ф - hд'Ф) - aha<p+ 

+ д2Ьд'Ф + Ь [2(д<р)2д'Ф - д2 <рд'Ф - 3д<рд2'Ф + ~(д'Ф)З]) = 

= 1 d2x [~ (д<рд<р - д'Фд1jJ) + hT + bW] . (4.15) 

Выражение (4.15) представляет собой действие полей материи, взаимодействующей 
с киральной 2d-гравитацией и Wз-гравитациеЙ. Вариация этого выражения по отно­

шению к (4.2) и (4.9) равна 

8Z == J d2x [ha3€ + Ьд5 Л + 16л(т2дЬ + ЬТдТ)] . (4.16) 

от квантовой аномалии минимального вида это выражение отличается наличием чле­

нов квадратичных по Т. Такое расхождение обусловлено различиями в определении 
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закона.преобразования поля h под действием Л-диффеоморфизмов. Закон преобразо­
вания (4.2) мотивирован замыканием алгебры (4.13) на полях h и Ь, а также условием 
самосогласованности Весса-Зумино - при этом выполняются соотношения (4.3). 

Мотивировкой другого определения 8>. h могут служить следующие рассуждения: 
если провести преобразование Лежандра 

Z[h, Ь] = Г[Т, W] + J d2x(hT + bW), 

то в выражениях для RT и R w возникнут операторы Бола Lз и Ls: 

RT = ат + (& + 2Т8 + 8Т) 8г + (3W8 + 28W) 8Г , 
8Т 8W 

Rw = aW + (3W8 + 8W) 8г + (85 + 10Т8З + 158Т82 + 
8Т 

+ (982Т + 16т2)8 + (2дЗТ + 16Т8Т») :;. 
Таким образом, 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

Чтобы получить аномалию минимального вида, имеет смысл определить 8 >.h с 8extrah = 
= -8Т{Л8Ь - ЬдЛ). 

Полностью изгнать аномалию из законов преобразования и тождеств Уорда можно, 

если перейти кпеременным и,9), образующим скалярный мультиплет: . 

1 2 
ip = lп8! + '21п(1 -8 9), 

ф = ,-1]п(1 +(29), 

где 

Закон преобразования полей f и 9 имеет вид 

8! = (;д! -, [Л82 f + ~8Л8f + ~Л8f81П(1 +(29)] , 

89 = t89 ~ ~,8Л89 -,Л [(8Л2 - 829 + ~8981П(1 +(29) + 289~:] . 
Соответственно, тождества Уорда имеют вид 

Rf = а! - h8f + ~8b8! +,Ь [82 f + ~8f8]n(1 +(29)] , 

Rg' = а9 - h89 + ~8b8! +,Ь [289~: + ~8f8]n(1 +//9) - (8л2 - 829] . 
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Полагая R f и R g равными нулю, можно выразить калибровочный мультиплет через f 
и у: 

Ь = 1-1 ау - (afl8f) 8у , 
(8Л2(1 +t/g) 

h = - + -8Ь + 'УЬ - + -81n(l +8 у) а 1 1 [82 f 2 2 ] 

8! 2 81 3 . 

(4.23) 

(4.24) 

с точностью до пере нормировки 'У и л эти формулы совпадают с решением, найден­

ным авторами работы [6], которые интерпретировали Wз-гравитацию в качестве свя­
занной SL(3,R)-теории Весса-Зумино. Подставляя (4.20) и (4.21) в (4.15), мы воспро­
изведем киральное действие из работы [6], которое следует интерпретировать как эф­
фективное действие, индуцированное квантовыми флуктуациями полей материи 'Р и 'Ф, 

взаимодействующих с мультиплетом киральной Wз-гравитации по закону (4.15). Ано­
мальная зависимость этого действия от «координатных» функций f и g обусловлена 

W -гравитационной аномалией. Продолжая аналогию со случаем 2d-гравитации и су­
пергравитации, можно было бы предположить, что это действие должно получаться в 

результате выбора регуляризации, сохраняющей вейлевскую и W -вейлевскую симме­
трии, а также половину координатных симметрий ковариантного действия, описыва­

ющего взаимодействие полей материи с обычной и W -гравитацией. 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Обобщая некоторые закономерности, присущие обычной гравитации, нам удалось 

найти эффективное действие киральной Wз-гравитации. Более интересным, однако, 

представляется продолжить аналогию дальше и найти W -аналог действия Лиувилля, а 
именно, ковариантное действие, описывающее взаимодействие полей материи с гра­

витаци~нным и W -гравитационным фоном. 
Чтобы понять природу и свойства симметрий, которыми обладает теория W -гра­

витации, целесообразно вначале обратиться к классической теории. 

В качестве классической калибровочной теории W -гравитация была впервые рас­
смотрена в работе [3]. Некиральная формулировка этой теории затем была представлена 
в [4]. Авторы этой статьи стартуют с действия 

(5.1 ) 

Относительно обычных диффеоморфизмов 8'Р = €"'8",'P вариация (5.1) 

(5.2) 

исчезает, если 8+с = 8_€+ = О. Чтобы обобщить эту симметрию до локальной, необ­
ходимо в соответствии с методом Нетер добавить к (5.1) токи 
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умноженные на соответствующие калибровочные поля kh++ и kh __ . Здесь k - пара­

метр разложения, который будет положен равным единице в конце вычислений. После 

бесконечного числа шагов действие (5.1) может быть суммированием геометрической 
прогрессии приведено к виду 

S = ! Jd2 (0+1{) - kh--о_I{))(О_1{) - kh++o+l{) 
2 х 1 _ k2h++h-- . (5.3) 

Тогда авторы [4] замечают, что действие (5.1) для n реальных полей инвариантно отно­
сительно голоморфных W -диффеоморфизмов. Действительно, относительно преобра­
зований 

бl{)i = dijk (Л++О+~О+l{)k + Л--О_l{)jО_l{)k) 

действие преобразуется как 

1 J 2 ( i ' k ++ i ' k --) БS = 3 d xdijk 0+1{) 0+'{J0+1{) о_л + 0_1{) 0_'{J0_1{) о+л . 

(5.4) 

(5.5) 

Замкнутость алгебры голоморфных Е- и л-диффеоморфизмов налагает на симметрич­

ные константы d следующую связь [3]: 

(5.6) 

Действие (5.1) может быть сделано инвариантным относительно локальных Е- и л-пре­

образований при помощи нетеровской процедуры путем введения соответствующих ка­
либровочных полей h++, h--, ь+++ И ь---. К сожалению, в данном случае инвари­
антное действие может быть просуммировано только при помощи вспомогательных по­

лей FJ:: 

s = J d2xe [O+l{)iO_l{)i + p~p~ + P~ (O_l{)i - ~dijkb+++ FjF:) + 

+ p~ (O+l{)i - ~dijkb--- p~p!: )] . (5.7) 

После исключения вспомогательных полей они заменяются на «гнездовые» ковариант­

ные производные: 

(5.8) 

действие становится бесконечно нелинеЙным. Чтобы избежать трудностей и изначально 

/ действовать в ковариантном формализме, следует ввести больше калибровочных полей, 
чем это требуется в подходе Нетер, а именно, в случае чистой гравитации вместо двух 
компонент h++ и h-- ввести тензор h",fЗ целиком. Тогда процедура Нетер завершается 
после первого шага, и инвариантное действие имеет вид 

S = J d2хh"'fЗО",I{)ОfЗl{)· 
Мы ожидаем появления новой симметрии, которая скомпенсировала бы лишнюю 

степень свободы, связанную с h+--компонентой метрики. Налагая условие бесследо­
вости тензора энергии-импульс!J,.-теории, 

(5.9) 
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мы требуем, чтобы теория была вейль-инвариантной, так как решением уравнения 

hOl{З~ = о' 
8hOl{З 

является функционал вида 8 = 8( vh hOl{З), что равносильно инвариантности относи­
тельно преобразований hOl{З --+ е" hа.{З. Так что окончательным выражением для инва­
риантного действия будет 

(5.10) 

в случае Wз-гравитации мы предлагаем ввести h+-, ь++- И ь--+ компоненты калибро­
вочных полей, чтобы дополнить их до полных тензоров h OI{З, ЬOl{З,. Нетеровская про­
цедура завершается после первого же шага и инвариантное действие имеет вид 

8 = J d2х(hOl{Зt Ol {З + ЬOl{З'!.J.)а.{З,), (5.11) 

где 

2 
!.J.)OI{З, = 3 (дOl'Рд{З'Рд,Ф + да.'Рд{Зфд,'Р + дOlфд{З'Рд,'Р + да.фд{Зфд,Ф) . 

Инвариантность действия (5.11) подразумевается относительно w-диффеоморфизмов 

8>.'Р = -4)..0I{ЗдOl 'Рд{Зф, 

8>.ф = 2),,0I{З (да.'Рд{З'Р + дOlфд{Зф) , 
(5.12) 

определенных с бесследовым параметром )..: )..OI{З hа.{З = О. Вариация действия (5.11) 
относительно преобразований (~.12) имеет вид 

.88 = J d2x [8>.ЬOl {З,!.J.)а.{З, ~!.J.)а.{З, (hа.J.L'\lJ.L)..{З' +h{ЗJ.L'\lJ.L)..OI' +h'J.L'\lJ.L)..OI{З) 

- (hOlJ.L )..{З, + h{З' )..a.J.L) '\l J.L!.J.)а.{З, + 8>.hOl {ЗtOl {З + 16ЬOl{З, )..J.LII х 

х (2t,1I '\l J.LtOl{З - t!3'Y'\l OItJ.LlI) + 16ЬOl {З,'\l a.)..J.L1I (2t{ЗJ.Lt'lI - t{З,tJ.LII)] . (5.13) 

Определяя )..-вариации калибровочных полей таким образом, чтобы обращались в нуль 

коэффициенты перед токами tOl{З и !.J.)а.{З" мы добьемся инвариантности действия (5.11). 
Преобразования (5.12) представляют собой конкретную реализацию констант dijk в (5.4) 
для случая двух полей. Такое ограничение сделано неслучайно: дело в том, что условие 

замкнутости ковариантной алгебры W -преобразований 

(5.14) 

в случа~ трех или более полей налагает на константы dijk дополнительные ограничения, 
которые совместно с условиями (5.6) имеют только нулевое решение. Что касается за­
мыкания алгебры на калибровочных полях, то, как и в более простом случае двумерной 

супергравитации [16], она замыкается только с использованием уравнений движения. 
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Таким образом, чтобы добиться инвариантности относительно обычных и >.-диф­

феоморфизмов, мы ввели семь калибровочных полей и хотим теперь наложить связи 

на теорию так, чтобы получить трехпараметрическую группу симметрии, которая ком­

пенсировала бы три лишних степени свободы. 

Нanагая условия бесследовости тензора энергии-импульса и W -тока теории 

(5.15) 

решение которых имеет вид S = S(1"о:fЗ , ЬО:fЗ'"У), где величины 

ин вариантны относительно преобразований Вейля и W -Вейля соответственно, т. е. 

h"'fЗ --+ еи h"'fЗ (Вейль), 

ь"'fЗ'"У --+ ь"'fЗ'"У + (("'hfЗ'"У + (fЗhСУ.'"У + СhСУ.fЗ) (W-Вейль), 
(5.16) 

мы уменьшим число степеней свободы. Однако сравнение вариации БS(1", Ь) с (5.13) 
показывает, что симметрия действия относительно >.-диффеоморфизмов несовместна с 

вейлевской инвариантностью, так как если вариация 8)..tСУ.fЗ бесследова, то след вариа­

ции 8)..I.JJ",fЗ'"У не равен нулю, и, следовательно, она не может быть приравнена бесследо­

вой вариации 81". Таким образом, вейлевская инвариантность несовместна с W -сим­
метрией даже на классическом уровне, и для редукции числа степеней свободы условие 

бесследовости тензора энергии-импульса следует заменить на другое. 

В работе (17] авторы представили ковариантную формулировку W -гравитации, со­
поставляя каждому оператору уничтожения классической Wз-алгебры калибровочное 

поле и 1I0Кальный параметр, а каждому оператору уничтожения - поле в присоединен­

ном представлении и требуя затем исчезновения всех соответствующих кривизн. Ре­

зультирующая теория имеет конечное число степеней свободы и помимо обычной и 

W -диффеоморфизмной инвариантности обладает локальными веЙJIевской, лоренцев­
ской, а также W -вейлевской и W -лоренцевской симметриями. 

Представляется интересным также исследовать эту теорию в качестве системы со 

связями. 
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